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Capitulo 1

Topicos de matrizes

1.1 Conceitos

Matriz: ¢, em geral, um arranjo retangular de elementos em linhas e colunas.
Neste curso, uma matriz serd denotada por letras maitisculas em negrito e
sera constituida de elementos pertencentes ao conjunto dos niimeros reais.

Exemplos:
1 1
2 3 1 1 2
A‘(o -2 3)’ B_(?) 5)’ c= 1 *(1)

Dimensao: O par ordenado de numeros naturais que descreve o numero de
linhas e o niumero de colunas de uma matriz define a sua dimensdo. Para

os exemplos anteriores, temos:

2A3 0u Apx3y — amatriz A tem duas linhas e trés colunas;
2B2, B(ax2) ou B3y — a matriz B tem duas linhas e duas colunas;
3C2, ou C(3x2) — a matriz C tem trés linhas e duas colunas.

Forma Geral: De modo geral, uma matriz A com m linhas e n colunas é

denotada como:

aixr a2 - Qin
21 G422 -+ A2n
mAn =
am1 m?2 ot Omn
ou simplesmente
A = (aij),
onde ¢ = 1,2,---,m é o indice de linhas e j = 1,2,---,n é o indice de

colunas.
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1.1.1 Tipos de matrizes

Matriz quadrada: Se ,, A, tem m = n, entdo ,, A, é uma matriz quadrada
e é denotada por:

Matriz triangular: E a matriz quadrada A(,) que tem nulos todos os elemen-
tos abaixo ou acima da diagonal. Isto é,

bir bz - bin c11 0 --- 0
0 bay -+ boy Co1 Cop v 0

B = : Cwmy =
0 0 - bun Cnl Cpn2 -°° Cnpn

Aqui, B, ¢ triangular superior e C, é triangular inferior.

Matriz diagonal: A matriz D(,) = (d;;) ¢ uma matriz diagonal se, e somente
se, dij = 0, para todo i # j.

Isto é,
dy; 0 --- 0
0 da ,
D(n) = . . : :dlag{d117d22a"'7dnn}
0 0 - dyn,

Matriz identidade: E toda matriz diagonal tal que d;; = 1. Ou seja,

01 - 0
I(n): [ : :dlag{lal,al}

Denotaremos sempre a matriz identidade por I.

Matriz simétrica: Se uma matriz quadrada A,y = (a;;) tem a;; = aj;, para
todo par (i, j), entdo A(,) é uma matriz simétrica.

Exemplo:
5 2 3
A= 2 9 -1
3 -1 4

Matriz transposta: Dada uma matriz ,, A, = (a;;), sua transposta, denotada
por A’ ou A', é dada por:

Al = At = (aji).
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Exemplo:

=W N
DN = Ot

é > , entdo 3A'y =

Matriz nula: Se ,, A, = (ai;) tem a;; =0, V(4, j), entdo A é uma matriz nula.

Denotaremos a matriz nula por @.

Matrizes iguais: Dadas as matrizes ,, A, = (ai;) € mByn = (b;;), entdo, A =

B se, e somente se, a;; = b;;, V(i, 7).
Matriz com todos elementos iguais a um: E caracterizada por:
mEn = (eij), e;5 =1, ¥(3,j).
Neste curso, tal matriz serd denotada por E.

Matriz bloco diagonal: Tem aspecto de acordo com o seguinte exemplo,

I
O OO OO S
O OO OOl o
O O] oo O
8 njooc oo o
N QO O OO O

o olf 2 an|loo
o olne aloo

Vetor: Se uma matriz ,, A, é tal que m =1 ou n =1, entéao

mA1 € um vetor coluna

14, ¢éum vetor linha.

Aqui, sempre que mensionarmos o termo vetor estaremos nos referindo a
vetor na forma de coluna e sera denotado por letras minisculas em negrito.

Em estatistica é comum utilizarmos

Ym

Obs.: O vetor nulo sera denotado por @.
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1.2 Operagoes basicas com matrizes

1.2.1 Adicao

Definicao: Dadas as matrizes ,, A, = (ai;) € mByn = (b;j), define-se a soma
entre elas como a matriz ,,C\, =, Ap+m By = (¢ij), tal que ¢;; = a;;+b;5,
(i, 7).

Exemplo:

Entao,

Algumas propriedades

Sejam 1, Ay = (aij), mBn = (bij) € mCh = (¢;;) matrizes reais. Em relagéo a
adicao temos as seguintes propriedades:

Comutativa:
mAn +mBn =mBn + mAn;
Associativa:

Elemento neutro: Se ,,@,, é uma matriz nula e ,,, A,, é qualquer, entéo,
A+O0=0+A=A;
1.2.2 Subtracgao
Definicao: Dadas as matrizes ,, A, = (ai;) € mBrn = (b;;), definimos:
(i) mCrn=mA, — mBn = (cij), onde ¢;; = a;; — b, Y(i, 7).
(i) mDp=mBn — mAn = (dij), onde d;; = b;; — a;j, V(4, j).

Note que, em relagao a subtragao, a propriedade comutativa nao é vélida.
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Exemplo:
2 a 10 40
A= 1 0 |;B=1] 20 50
-3 1 30 60
Entao,
-8 a—40 8 40—a
C=A-B=| —-19 =50 eD=B-A=| 19 50
-33 =59 33 59

1.2.3 Multiplicagao por escalar

Definigao: Dado um escalar A e uma matriz ,, A,,, define-se o produto escalar
AA = A\, como a matriz ., By, = (b;;), onde b;; = Aa;j = a;;A, V(i,j).

1 -2
)\236A=<3 a)’

mea(y 0)=(a )00,

1.2.4 Multiplicagao entre matrizes

Exemplo:

entao,

Definicao: Dadas as matrizes ,, A, = (a;5) € » B, = (bjx), define-se o produto
AB como a matriz ,,, R, = (r;), onde r;, = Z;'L=1 a;i;bjk.

Exemplo:
ai;r a2
A, — B, — bin b1z biz bus
3A2 = a21  A22 €obDy = b b b b >
21 22 23 24
az1 as2
entao,
i1 Ti2 T3 Ti4
3A29By =3Rys=| ro1 T22 T2z Tos |,
31 T32 T33 T34
onde,

r11 = a11b11 + a12021
r12 = a11b12 + a12bag
713 = a11b13 + a12b23

e assim por diante.
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Regra pratica: Tomando a primeira matriz em forma de vetores linha e a
segunda em forma de vetores coluna, teremos:

LiCy LhCy LiCs LiCy

3420B, =3R, = LyCy LCy LaCs LoCy
L3Cy L3Cy L3C3 L3Cy
i1 T2 T3 T4
= T21 T22 T23 T24 )
31 T32 T33 T34
onde r;;, = L;C; é a soma dos produtos dos elementos da linha i da

primeira matriz, pelos elementos correspondentes da coluna k da segunda.
Exemplo:

11
a=(2 "1 Y p_ (1 2| =aB=(' )
1 2 -3 o 0

1.2.5 Soma direta
Definigao: Dadas as matrizes ,, A, e B, definimos sua soma direta como

A
A@B:<® g>:m+rcn+s

Exemplo:

A:(l 2 3)@B=<?1 I),segueque

0 0
6 7
4

1 2 3
ApB=| 0 0 0
0 0 0 -1

1.2.6 Produto direto ou produto de Kronecker

Definigao: Dadas as matrizes ,, A, e .Bj, define-se o produto direto de A por
B como a matriz ,,,.C,s, tal que

annB  a;2B -+ a;,B

a1B  apB --- ay,B
C=A®B-= ) . )

amlB amgB amnB
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Exemplo: Sejam as matrizes

a=(on)m=(50) e
0 1 Yy 3

[\)

Entao,

AR B = eB® A=

ocoow R
oo’
Q8 OO
S oo
orw OR
< ok o
o8 ow
8 ow ©

AQv = ev® A=

W — O oo
S WO NO
W o NOH—O

S OO W

1.2.7 Poténcia de matrizes

Definigao: Dada a matriz quadrada A(,) e um nimero inteiro e positivo k,

define-se a k-ésima poténcia de A por:

AF = AAA.. A

k vezes

Searle(1982), em analogia com os reais, define A?") =I(.

Exemplo:

A

1 2 s 4. ( T 10
(3 4)7 A_AA_(15 22)’

37 54

3 _ 24
AT = AA_(81 118

> e assim por diante.

Definigao: Dada a matriz quadrada A(,), entdo, em relagao a sua poténcia,
ela seré:
1. Idempotente, se A% = A;
2. Nilpotente, se A? = @;

3. Unipotente, se A? = I.
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Exemplos:
2 -1 -1
A= 3 -1 2 -1 é idempotente,
-1 -1 2
1 3 7
B = 2 6 14 é nilpotente,

-1 -3 -7
10 2 3

0 1 4 ;o

C= 00 -1 0 é unipotente.

00 0 —1

1.2.8 Particao de matrizes

Dada a matriz ,, A,,, podemos particiona-la conforme nossas conveniéncias.

Por exemplo:

1101 00
110 010
11 0 0 0 1
X = 101 1 0 0|’
101 0 10
1 01 0 01
podemos particiona-la do seguinte modo
111 0j1 0 O
111 0]0 1 0
111 0]0 0 1
X=(X[ X2 | Xs)=| 119 1]1 0 0
110 1]0 1 0
110 1]0 0 1
e
X X1X;, XX, X1X;
X'X = XiQ (X1 X, Xg): X%Xl X%XQ X%Xg
X5 X5X;, X5X, X3X3
Isto é,
613 3|2 2 2
3/3 0|1 1 1
i~ | 3]0 3|1 1 1
XX = 211 112 0 O
211 1|10 2 0
211 110 0 2
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1.2.9 Formas escalonadas

Uma matriz estd na forma escalonada se ela tiver as seguintes caracteristicas:

(i) O 19 elemento da 12 coluna é sempre zero ou um. Se ele for um, este serd

um lider;
( ii) Toda coluna que tem lider tem todos os outros elementos nulos;

(iii) O wm lider da linha 4 estd sempre a esquerda (numa coluna anterior) aos

1’s lideres das préximas linhas.

Exemplos:

100
A=| 0 1 0 ,B=<(1)?(1)x)70=
00 1 r

OO =
o = O
o8 R

1.2.10 Formas escalonadas canodnicas

A matriz ,, A,, estd na forma escalonada canonica se estiver na forma esca-

lonada com todas as linhas nulas abaixo das linhas nao nulas.

Exemplo 1:
1 0 -1
Ap = 01 -1
0 0 O
4 2 2
Exemplo 2: Dada a matriz A = 2 2 0 |, podemos obter a sua forma
2 0 2
escalonada canodnica do seguinte modo:

OO NN

Portanto, H ¢é uma forma escalonada canénica de A.
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1.2.11 Forma de Hermite (H)

Definicao: Uma matriz A(,) estd na forma de Hermite, se estiver na forma
escalonada canonica e os lideres ocupam a diagonal principal.

Exemplo:

10 1
Agp =01 -1
00 0

1.2.12 Posto ou rank de uma matriz

Definicao: Dada uma matriz ,,A,,, definimos o posto de A , denotamos por
r(A), o nimero de linhas ndo nulas de sua forma escalonada canénica.

Exemplo: Dada a matriz
4 2 2
A= 2 2 0
2 0 2
Usando o algoritmo de Gauss obtem-se a segunte forma:
(A[L)~-~(H[L).

Assim, teremos

(AlI)=
4 2 2]1 0 0 1o 1| & -2 o0
= [220{010|~~[01-1]-12 1 o0
2 0 2/0 0 1 00 0] 1 -1 -1
= (H|L).
Segue que:
1. H é a forma de Hermite de A e r(A) = 2;
2. LA = H. Isto é,
: -3 0 4 2 2
LA = -3 1 0 2 20
1 -1 -1 2 0 2
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3. ALA = A, ou seja

4 2 2

ALA = 2 20
2 0 2

4 2 2

= 2 20

2 0 2

Segue, ainda, que

N|— N|—

—_

11

-3 0 4 2 2
1 0 2 20
-1 -1 2 0 2

4. Se A,y tem r(A) = n, entdo H = I,, A, é ndo singular e A,y tem

posto completo;

5. Se Ay, tem 7(A) = m, entdo ,, A, tem posto linha completo, como por

exemplo:

1 -1 0
B_(1 1 -2

)N...N(

1 0
0 1

-1

1 ) =r(B)=2;

6. Se Ay, tem r(A) = n, entdo ,, A, tem posto coluna completo, como por

exemplo:

— = e
UL W = N

oo o

=r(X)=2

o O = O

7. Se mA,, tem r(A) < min{m,n}, entdo ,, A, é de posto incompleto.

Exemplo:

— = = =
O O = =
-0 O

oo o

0 1

1 -

0 0 = r(X)=2.
0 0

1.2.13 Inversa de matrizes nao singulares

Dada a matriz quadrada A, de posto n, entao existe A7 talque ATTA =

AA = I,). Sendo assim, A(,) é dita nao singular e A(_nl) é sua inversa 1nica.

1 . . .
Para obter A™" utilzaremos o algoritmo de Gauss, conforme procedimento

a seguir:

(A[L)~-~(1]AT)
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Exemplo: Seja a matriz

1 21
Ap) = 2 1 0 |, entao,
111
(AlI)=
1 2 1]1 00 1 00[-5 3 3
2 10(010 |[~-~]010 1 0 -1 |=
11 1|0 0 1 00 1|-% —3 3

= (1] Ag) ).

Isto é,

(SIS
N|—=
(SIS

>
L
Il
—_
o
|
—

-1 _
2

NO[—=
o

1.2.14 Diagonalizacao de matrizes reais

Operagoes de congruéncia sobre uma matriz quadrada A(,), sao operagoes

elementares efetuadas sequencialmente sobre linhas e colunas.

Teorema 1: Dada a matriz A ,), real e simétrica, entao existe uma matriz C
nao singular tal que
CAC' =D

onde,

1. D =diag{dy,ds,---,d,}, se r(A) =n;
2. D = diag{dy,ds,---,dy,0,---,0}, se r(A) = k < n.

Regra: Partindo de ( A ‘ I ) e fazendo operagoes elementares seqilienciais
sobre linhas e colunas de ( A ‘ I ), chegamos a ( D ‘ C )

Exemplo:

— W N
—_ =



Luna, J. G. & EsTEVES, D. M. 13

Entao,
1 2 1/1 00 1 2 1] 100
AT = 23 1/010~0 -1 -1/-210
1 1 1/0 0 1 1 1 1] 0 0 1
1 0 1] 1.0 0 1 0 1] 1.0 0
~ 0 -1 -1{-2 1 0~0 -1 —-1{-2 1 0
1 -1 1] 0 0 1 0 -1 0|-1 01
1 0 0] 100 1 0 o] 1 00
~ 0 -1 -1|{-2 1 0~0 -1 —-1|-2 10
0 -1 0|-1 0 1 0o 0 1| 1 -1 1
1 0 0] 1 00
~ 0 -10|-2 10=D|C
0 0 1| 1 -1 1
Consequentemente,
1 00 1 21 1 =2
D=cCcAC' = -2 1 0 2 3 1 0 1 -
1 -1 1 111 0 0
1 00
= 0 -1 0
0 01

Definicao: Dada a matriz A, real e simétrica e sua forma diagonal obtida
pelo Teorema 1, entao:

1. A, é uma matriz Positiva Definida se, e somente se, d; > 0, Vi
Iz | = 3Lyt Ty ;
(diy i=1,2 n, elementos de D)

2. Ay é Negativa Definida se, e somente se, d; < 0, Vi;

3. Ay, é Semi Positiva Definida se, e somente se, d; > 0, Vi;
4. Ay é Semi Negativa Definida se, e somente se, d; < 0, Vi;
5. Ay é Nao Definida se, e somente se, d; muda de sinal.

Observagao: Em estatistica temos particular interesse nas matrizes Definidas
Positivas e Semi Definidas Positivas.

Exemplo: Dada a matriz

>

I
— = N
— N =
DO =
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entao,
(AlI)=
2 1 1[1 00 2 0 0] 1 00
1
1 21/010~-~[0232 o0 4 10
11 2/0 01 00 3|—-3 -3+ 1

= (D|C)
A é Definida Positiva.

Teorema 2: Dada a matriz A(,) real, simétrica e definida positiva, entao existe
uma matriz R,), tal que A = RR'. Neste caso, R = C 'D'?. Isto é,
D=CAC' <« c'DC'=c'cAac'c
< Cc'D'’D'’c''=A4
—

R R
Exemplo: Seja a matriz
2 11
A= 1 2 1 | ,entao
11 2
2 0 0 1 0 0
D=0 2 0|, c=| -3 1 0],
4 1 1
00 3 -3 —3 1
1 0 0 2 0 0
c'=| L1 10 |eD2=| 0 5 0
2 3 1 0 0 /4
Portanto,
V2 0 0 V20 0
R=C™'D2=| Z \J§ 0 |=| £ &
s VI o Vi V6 23
2 3 U 2 6 3
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1.2.15 Autovalores e autovetores

Definigao 1: (Autovalor) Dada uma matriz quadrada real A ,), entao a equagao
(A — M) = |Ap) — M) = 0 é definida como a equacao carac-
teristica de A. Suas raizes sao chamadas de raizes caracteristicas, auto-
valores ou valores proprios de A.

2 1 ~
A<1 2),entao

(A=) = H(? ;>_A<é ?)HZHZIA ziAH

44416 —-12
2

Exemplo: Seja a matriz

= 2-N)?-1=XN-4N+3= )=

AM=3

= sao os autovalores de A.
A =1

Para encontrar as raizes de um polindmio de mais alto grau poderemos usar

o método de Briot Rufini. Seja, por exemplo:

3-x 1 1
e |[A-X)| = 1 3-x 1

3 1
A=|1 3
11 1 3—-A

[SURES

Isto é,
|A = M5 =A% — 9A* + 24X — 20 = 0.

As possiveis raizes do polinémio sao os divisores de 20: *+1; £2; +4; +5; +10;
+20. E assim, teremos:

Coef. do polinémio
Raizes | 1 -9 24 -20
2 1 -7 10 0
2 1 -5 0
5 1 0

Portanto,

Definigao 2: (Autovetor) Os vetores x, tais que: (A — A (,))x = @, sao os
autovetores de A.

Considerando o exemplo anterior, temos:

Para \ = 3,
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2—A 1 T11 _ -1 1 T11 _ 0
1 2—A 12 - 1 -1 12 - 0
—x11 + 212 =0 o o 1
e { T11 — T1s =0 :>.’L'11—"E12:>$1—a<1>7va'

Para A\ =1,

b)) -0 ()= (0)

To1 + 22 =0 _ . 1
— {x21+$22:0 — T = x22:>w2—ﬁ<_1),Vﬁ.

Observagao: Note que vetores sao representados por letras minusculas em
negrito enquanto que suas componentes sao representadas por letras mintisculas
normais. Por exemplo: z;; é uma componente do vetor x;.

Definicao 3: (Norma) A norma de um vetor « é definida como:

|z ||=Va'e = wa
J

Considerando o = 3 = 1 e os vetores o e x5 do exemplo anterior, temos
21 (1= 2 ||= V2.

Definicao 4: (Vetor Normalizado, w) E definido como:

1

U= ——x.
|z |l

Para os vetores €1 e x5 do exemplo anterior, temos

wh(D) e ()

1.2.16 Vetores ortogonais

Definigao: Dois vetores & e y sao ortogonais se, e somente se,

ry=y'z=0.
Exemplo:
1 1
T = 1 e y=| -1 | =2'y=vy'z=0
-2 0

Logo, x e y sao vetores ortogonais.
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Teorema 3: Dada uma matriz A(,) real e simétrica, entao existe P, ortog-
onal, tal que,
P'AP =P 'AP = A,

onde P' = P!, A = diag{\1,\a,--+, \n} e P é obtida dos autovetores
normalizados de A.

Exemplo:
2 1 1 1 1 1
a=(fa)m-g5(1) - ( )
e
1 1
2 2
P:(ul‘ug): , logo,

1 1

V2 V2
1 1 1 1
V2 V2 2 1 V2 V2

A—Pap - (2 1)
1 1 1 1
V2 2 V2 V2

Il
/N
o W
= O
"

Teorema 4: Dada a matriz quadrada real A, com raizes caracteristicas \; (i =
1,2,---,n), entao:
1. \; #0, Vi <= A é nado singular;
2. Se 7(A) = k < n, entdo A tem k raizes caracteristicas nao nulas e
n — k raizes nulas;
3. Se A, ¢ nao singular, entdo as raizes de A~ sio 1/, (@ =

1727"'7’”’);

4. Existe sempre um vetor caracteristico x; associado a uma raiz car-

acteristica A;;
5. Tr(A)=>"" 1 \i;
6. 0(A) = H?zl i

7. Se A = B® C, entao A(A) = A(B) ® A(C)’ onde, A(A), A(B) e
A(C) sao matrizes diagonais que exibem as raizes caracteristicas de
A, B e C, respectivamente;

8. Sejam x; e x; vetores caracteristicos associados, respectivamente, as
raizes caracteristicas A; e A;. Entdo, se \; # \; = =z;/x; = 0;
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9. Se B é nao singular, entdo A, B"'AB ¢ BAB™! tém as mesmas

raizes caracteristicas.

Teorema 5: Seja a matriz quadrada real A,) e seja A(,) a matriz diagonal

que exibe as raizes caracterfsticas de A. Isto é, A,y = diag{A1, -, A\n}
Entao:
1. \; >0, Vi,— A é positiva definida;

i >0, Vi, e3| \; =0, = A é semi-positiva definida;

A

A

Ai <0, Vi,—> A é negativa definida;

A <0,Vied \; =0, = A é semi-negativa definida,;
A

cvo @

; muda de sinal = A é néao definida.

1.3 Fatoracao de matrizes
Veremos como obter matrizes B e C, tais que A = BC.

Teorema 6: Dada A, real, simétrica e nao negativa, entao existe uma matriz
R, tal que A= RR'.

Do Teorema 1, temos que CAC’ = D. Pré e pés multiplicando ambos

os lados por C~! e C’7!, respectivamente, temos:

c'lcAc'c'=c'DC’'=Cc 'DY?DY?C'' = RR' = A.

R R
(1.1)

De modo anélogo, temos do Teorema 3, que
P'AP =A.

Pré e p6s multiplicando ambos os lados por P e P’, respectivamente, vem,

PP'APP' = PAP' = PAY2A'Y?P' = RR = A. (1.2)
R R

4 2 2
Exemplo: Seja A= 2 2 0 |, encontre R, tal que A = RR'.
2 0 2
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Para obter a fatoracao sugerida pela equagao (4.2), vem

2 2 0/0 1 0|~
2.0 2(0 01
0 2] 100
1
~ |0 1 -1|-3 10
-1 2| 0 1
4 0 0 0
1
~ 0 1 -1]-% 10
1
-1 1|-3 1
4.0 0/ 100
~ 01 0[-5 10
00 0[-1 11
Por outro lado,
(¢l1)=
10010
1
-3 1 0 1
-1 1 00
1001
1
~ 10103 1
1
00 1|4 -1
Agora,
1 00
R=Cc'D'/?=| 1 10

N[

42 2[1 00

42 2] 100
01 —-1|—-3 10

2 0 2| 001
40 100
~0 1 -1]-% 0
0 -1 -3 0 1
40 0] 100
~1 01 -1/-3 10
00 0|-111

=(D[C)

0 1 00[1 00

0 [~[0 105 10

1 01 1|1 01

0

0 |=(Ig[C™).

1

2 00 2 00
01 0]=|1 10
000 1 -1 0
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Observe que

2 0 0 2 1 4 2 2
RR = 1 10 01 -1 |=12 220
1 -1 0 0 0 0 2 0 2

Por outro lado, para obter a fatoragao sugerida pela equagao (1.2), procedemos

conforme se segue:

4 2 2
Sendo A= 2 2 0 |, entao
2 0 2
0(A—-AI) =
4 2 2 A0 O 4—A 2 2
2 2 0 |- 0 X O = 2 2—A 0 =0
2 0 2 0 0 X 2 0 2—A
Portanto,

(4—=N2-N2—4(2-)) —4(2—)) =0,

ou
—A(A\? -8\ +12) =0.
Portanto,
A3 =0
¢ 8+4
8+ 64 — 48 = 844 _
A= ——m— = M g2 0
2 Ay =557 =2

Assim,

Agora, teremos,

Para A = 6,
4 2 2 6 0 O Tr11 0
2 2 0 — 0 6 0 T12 = 0
2 0 2 0 0 6 I13 0
Isto é,
-2 2 2 T11 0 —2(E11 + 21’12 + 2.%13 =0
2 —4 0 12 = 0 - 2x11 —4x12o =0
2 0 —4 13 0 21’11 — 43313 =0
ou

T11 = 2713 — T =« 1
T11 = T12 + Z13 1

{ T11 = 2x12 2
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Para \ = 2,
4 2 2 2 00 To1 0
2 2 0 - 0 2 0 T22 = 0
2 0 2 0 0 2 T23 0
Isto é,
2 2 2 T21 0 2x91 + 2x99 + 2293 = 0
2 0 0 29 = 0 — 2291 =0
2 0 0 Z23 0 2],‘21 =0
ou
To1 = —2T92 — 293 0
To1 = 0 — Io = ﬂ -1
To1 = 0 1
Para A =0,
4 2 2 0 0 O T21 0
2 2 0 — 0 0 O 292 = 0
2 0 2 0 0 O o3 0
Isto é,
4 2 2 T31 0 4£C31 + 21’32 + 2%33 =0
2 20 32 = 0 = 2231 + 2230 =0
2 0 2 X33 0 2x31 + 2233 =0
ou
2031 = —x32 — 33 1
T31 = —T32 = x3=7| —1
T31 = —I'33 -1

Os autovetores normalizados de A, quando o = f =~ = 1, sdo:

1 1 (2
U =-——mx;=—( 1 |;
| @ | 6\ 1
1 1 0
Uy = —— @2 = —= [ —1 |;
XA
1 1 1
uz = ——x3=— [ -1 |.
YA
Assim sendo, teremos
2 1
w0 7
1 1 1
P=1% Vi 5

=
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€
P'AP = A.
Isto é,
2 1 1 2 1
v Y S 42 2 v
1 1 1 1 1
0 -% = 220 Vi VR | T
1 1 1 1 1
Aoy o wm/ NPV 2N G s s
6 0 0
=0 2 o0
000
Agora, teremos R = PAY?. Ou seja,
2 1
v
) V6 0 0 2 00
1 1
R = % V2 V3 0 V2 0 = 1 -1 0
0 00 1 10
[ S U
Ve V2 3
Observe que,
2 0 0 2 11 4 2 2
RR=|1 -1 0 0 -1 1 |=(220]|=A4
1 10 0 0 0 2 0 2

Teorema 7: Dada a matriz real ,,, A, de posto k, entao existem matrizes ,, By,

e C, ambas de posto k, tais que,
Em geral B e C nao sao unicas.

Algoritmo de Dwivedi (ndo é tnico). Este algoritmo converge em apenas

r(A) = k passos.

Dada a matriz ,,, A,, = (a;;), com r(A) = k, onde
1=1,2,---,p,--+,m (é o indice de linhas),
j=1,2,---,q,---,n (é o indice de colunas).

(i) Escolher algum elemento a,, # 0;



Luna, J. G. & EsTEVES, D. M.

(ii) Obter o produto u;v} , onde

alq
agq
1
_ . r
u; = a €V = ( apl ap2 e Clpq
Apq g
amq

(iii) Fazer A = A —uqv);
(iv) Se Ay = @, o processo estd encerrado e

B=u; e¢ C=v;

apn )5

23

(v) Se A; # @, repetir o processo para Aj, e assim sucessivamente até que

A, = . No final do processo, teremos

! ! !
mAn = w10 + UV, + - + URvy, = 5, By Ch,

onde
B={(u up u, ) e C=
4 2 2
Exemplo: Seja A= 2 2 0 |. Entéao,
2 0 2
(i) ann =4
4
(i) ui =1 2 |; vi=(4 2 2), e
2
1
4 2 2
woi=| 3 |(4 2 2)=[2 11
2 1 1
1
2
(iii) Obter A; = A — uqv}. Ou seja,
4 2 2 4 2 2 0 0
A = 2 2 0 |- 2 11 = 0 1
2 0 2 2 1 1 0 -1

Como A; # @, retomamos o processo. Isto é,
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(i) az =1
0
(if) up =1 1 ]; vh=(0 1 -1), e
-1
0 0 0 0
Ay = uyvh = 1]J(o01 -1)=10 1 -1
-1 0 -1 1

1 0
4 2 2
— 1 —
B = 5 1 eC_(Ol—l)
1
5 —1
Observe que
1 0
4 2 2
A=BC=| ;3 1 <é?_f) 2 20
2 0 2
1
1o

1.4 Decomposicao de matrizes

Nas duas subsecoes a seguir, veremos dois casos muito importantes para a
estatistica.

1.4.1 A decomposicao espectral

Seja a matriz A(,), real e simétrica, com autovalores {\i} e autovetores
associados {u;}, tais que wju; =1, (i = 1,---,n). Entao A(,) pode ser escrita
como

A(n) = UAU/ = Z )\iuiu’,
i=1
onde
A =diag{\, -, A} e U=[ur-uyl

A matriz U é ortogonal, visto que UU’' = U'U = I. Também, se Ay for
semipositiva definida, teremos,

A" =UA"U,
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com A™ = diag{\]",---, A"} para qualquer m inteiro. Se os autovalores {\;}
sao todos nao negativos, entao poténcias racionais de A,y podem ser definidas
de modo andlogo e em particular para poténcias % e —%.

Exemplo: Seja A =

N DN~
O NN
N O N

Entao, conforme exemplo anterior,

)\1:6, ,)\2:2 (& )\3:07

2 1
7 0 ]
1 1 1
Uy = NG y U2 = V2 € Uz = 3
1 1 _ 1
V6 V2 V3

e a decomposigao espectral de A é

3

A = Z Niwu, = A\uiu) + douguy + Azuzus
i=1
2
7 0
1 2 1 1 _ 1 1 1
=6l % [(& & )2l v |(° % %)
1 1
V6 V2
4 2 2 0 0 0
= 2 1 1 + 0 1 —
2 1 1 0 -1

Por outro lado, temos

A? = UAU
2 1 2 1 1
O Y
i O B U B Il
V6 V2 VB V3 V3 3
24 12 12

12 4 8
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Também,
A? = UAU'
2 1 2 1 1
O N A Y A
i ORI B S B W R
BTV 0 00 BTV v
4 2 2
V6 NG V6
_ 2 11 1
- Ve Ve V2 Ve V2
211 1,1
V6 Ve V2 VB V2

Observe que

~
N
b
Nl
I
N DN W~

1.4.2 A decomposicao em valores singulares

Se a matriz A tem dimensées n X p e posto k. Entdo A pode ser escrita

como

A=UAV',

onde A = diag{A1, -, Ak}, com Ay > Ag > -+ > N > 0, U é uma matriz
ortogonal de ordem n X k, e V' é uma matriz ortogonal de ordem k x k, isto
6, U'U = V'V = I. O conjunto de valores {)\;} sdao chamados de valores
singulares de A. Se U e V sao escritos em termos de seus vetores coluna,
U=[uyus ug] eV =[vy vy vy, entdo {u;} sao os vetores singulares &
esquerda de A e {v} sdo os vetores singulares & direita de A. A matriz A pode

k
!
i=1

Pode ser mostrado que {\?} sdo os autovalores nao nulos da matriz simétrica

entao ser escrita como

/! 7 . / ~

AA' e também da matriz A’ A. Os vetores {u;} sdo os correspondentes autove-
. 12 ~

tores normalizados de AA', e os vetores {v;} sdo os correspondentes autovetores

normalizados de A’ A.

Exemplo: Seja a matriz

5 2 9

0 1 2

A= 2 1 4
-4 3 2
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Entao a a decomposicao em valores singulares de A é

0.901  0.098
A | 0169 —0.195 | [ 11619 01043 0218
=1 0394  0.000 0 5477 || 0.802 —0.535
0.056 —0.980
ou equivalente
0.393 0.196 0.787 0.079 —0.052
0.074 0.037 0.148 —0.156
A=1L619 om0 00s6 0344 | 72477 0.000
0.024 0.012 0.049 —0.786

0.104
0.000
0.524

27

0.873
—0.267

—0.026
0.052
0.000
0.262
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1.5 Lista de exercicio # 1

1.1 Dadas as matrizes

(31) e )

verifique que em geral a multiplicacao de matrizes nao é comutativa.

1.2 Sendo
1 1 1 -1
1 -1 1 1
A=17 1 4 1|
1 -1 -1 -1

. ~ . . ~ ! ’
verifique que, com relagao a multiplicagdo, A e A" comutam (A é normal).

13 0 2
4=(23) « m=(i1)

verifique as seguintes propriedades:

1.3 Sejam

(a) (A") = A; (c) (AB) = B'A’;
(b)) (A+B) =A"+B'; (d) A’Ae AA' sdo simétricas.
1.4 Sejam
1 2 3 3 1 1
A= 0 1 0 |; B = 1 3 1 e K=2
0 0 5 11 3

verifique as propriedades de matrizes inversa:

(a) (A™H)~1 = A; (¢) (AB) ' =B 'A™! se3 A e B!
() (A1) = (A) 1 (@) (AK) ' = (KA) ' = A,

1.5 O traco de uma matriz quadrada A(,) é definido como sendo a soma dos
elementos da sua diagonal principal. Isto é, Tr(A) = Y. | a;;. Usando

as matrizes A e B do exercicio 1.4, verifique as seguintes propriedades:

(a) Tr(A+ B) =Tr(A)+Tr(B); (b)Tr(A)=Tr(A");

(¢) Tr(A'BA) = Tr(B); (d) Tr(AB) =Tr(BA),se as
(e) Tr(AA") = D ag;. dimensoes sao favoraveis.

1.6 Seja a identidade:

(52) -3 7)
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Onde, u, v, p e g sdo vetores, a e a sdo escalares e A é ndo singular.

Considere

(1) () (1) oo

Verifique que:

(@) a=(a— 1;’A_1u)71 . (b)) B=A'4aA'uv'A

() p=—aA tu; (d) q =-av' A"
1 1 1 1 1
5 . 1 1 1 1
1.7 Dado o vetor y = 3 |ea matriz Ey) = 1111
9 1 1 1 1

(a) Verifique que y’y:Z?:1 y? (b) Obtenha yy/;
(¢) Obtenha y'Ey.

1.8 Dadas as matrizes

1 10 110
1 20 110
A=11 3 e¢ B=1 1 ¢ 1
1 40 10 1

(a) Obtenha A’A e B'B;
(b) Determine 7(A), r(A’A), r(B) e r(B'B);
(c) Dentre estas quatro matrizes existe alguma nao singular?

(d) Dentre elas existe alguma de posto coluna completo?

1.9 Dado o sistema de equacoes lineares

201+ 22 =3
201 + 322 =5

(a) Escreva o sistema na forma matricial Az = g;

(b) Encontre a solucio do sistema x = A™'g;

(c) Pré multiplique ambos os membros de Az = g por A’ e obtenha
A'Azx = Ag;

(d) Obtenha a solugio do novo sistema atrvés de = = (A’ A) "1 A’g;

(e) Compare os resultados de (b) com (d).
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1.10 Dado o sistema de equagdes lineares com incégnitas a e G:

a+ By =
a+ fry =y
a+ Brz =ys3
o+ BTy =1y

(a) Escreva-o na forma matricial X0 = y, onde 6 = ( g );

(b) Verifique que a matriz X tem posto coluna completo;
(c) Verifique que parai=1,2,3,4=mn
(i) X'X = (i) X'y =
St ol > Tili

(d) Usando (c) escreva o sistema X'X6 = X'y, onde 6 = (

)

Q™ O

(e) Sendo 6 = (X' X)Xy, Mostre que:

. s s S
a=g-fo e f=3L,
onde,
n " " 2
n ;%Z;yi n , (E:lxz)
&WZZ;mw—L—;——n &ngka———;—ﬂ

1 10 100
. 1 20 90
0 Admita X = x, ¢ x, )= |15 30 | =] 150
1 40 160
Determine:
1. & e 3, através do item (e);
M=0X'y;
M =y'Py, onde P = X(X'X)"1X’;
- T=yvyy;

. R=y'y— @/X'y;
- R=y'(I-P)y;

o Ul A W N
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7. r(P) er[(I - P);
(g) Verifique numericamente que:
1. P e (I — P) sao idempotentes;
2. PI-P)=(I-P)P=0;
Zi Yi <

(h) Usando o fato de que X'y = e

M=0X'y=C+S5,

>
I

) , mostre

Q> Q>

que:

onde,

n 2
o=l s ps,,

Calcule C e S.

(i) Usando os dados fornecidos para X e y no item (f) preencha o quadro

de andlise de varidncia a seguir

F. Variagao G.L. S.Q. Q.M. F
Correcao r(X1) C
~ . S _a
Regressao r(X2) S a= X F=¢
Pardmetros r(X) M=0X"y T(ng()
Residuo n—r(X) R=yy—0X'y b= n_:?X)
Total n T
1.11 Dado o sistema de equagoes lineares
H+t=yn
H+t = Y12
r+te =1y
At t2 = Yoo
t1+t2=0
(a) Escreva-o na forma matricial X0 =y, onde 8’ = (pn t1 t3 )
(b) Verifique que a matriz X tem posto coluna completo;
n 71 T2
(c) Verifique que X'X = | r r+1 1 : onde, 71 é o nimero de
9 1 ro+1
repeticoes de t1 e 73 é o nimero de repeticoes de t,.
G
(d) Verifique que X'y = | 71 |, onde G = iV T =3y e Tr =
T

25 Y2
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(e) Admitindo que y = , obtenha o sistema X' X80 = X'y e verifique

10
20

que i = §.;t1 = G —§.; to = Go. — Y. e t1 +t5 = 0. Note que
N

0 =(p t t2).

(f) Calcule:

M=6'X"y;

M =y'Py,onde P = X(X'X)~ X/,
T =vy'y;

R=y'y—0X'y;

R=y'(I- Py

r(P)er(I— P).

A e

(g) Prove algebricamente e verifique numericamente que:

1. P e I — P sao idempotentes;
2. PI-P)=I-P)P=0.

(o 3 G
(h) Usando o fato de que 6 = t = Y. — Y. e X'y = |,
to Y2. — Y. Ty

mostre que M = y' Py = 9/X'y =C+ S5, onde

G2 2 2 2
_ _ i _ N Y
=" e ngﬁ—cf;rl(yz 7.)

(i) Calcule C e S;
(j) Preencha o quadro a seguir:

F. Variagao G.L. S.Q. Q.M. F

Correcao g =r(X1)= C=

Tratamento go = r(X3) = S= a= g% = §=

Pardmetros g3 =r(X) = = %

Residuo gg=n—r(X)= R= b:g%:

TOTAL gs =n = =




Luna, J. G. & EsTEVES, D. M. 33

1.6 Inversas generalizadas de matrizes reais

Dada uma matriz ,, A,, de posto k, no que se refere a sua inversa, temos as

seguintes situagoes:

l.Sem=n=k= A, =Ay =3 A " talque AA'=AA=1]
(A é nao singular);

2.Sem=n>k= A, = Ay =2 A~ Logo A é singular;
3. Se m # n, ndo faz sentido se falar da inversa A~

O conceito de inversa de matrizes é aplicadvel apenas as matrizes quadradas
nao singulares que nem sempre é suficiente para resolver problemas praticos.
Introduziremos a seguir mais trés tipos de inversa de matrizes.

1.6.1 A Inversa generalizada de Moore-Penrose, A"

Definigao: Dada uma matriz ,,A,, de posto 7(A) = k, entdo a matriz , A}
de posto r(A+) = k que satisfaz as quatro condicoes:

() AATA= A (ii) A*AA* = AT
(iii) AT A = (AT A)’ (simétrica) (iv) AAT = (AAT) ( simétrica)

é dita inversa generalizada de Moore-Penrose.

Teorema 8: Dada a matriz ,,A, de posto r(A) = k, entdo existe uma, e
somente uma matriz , A, que satisfaz as quatro condigoes de Moore-
Penrose. , A é dada por:

At =c'(cc’)y"(B'B)"'B

onde B e C sao matrizes de posto coluna e posto linha completos, respec-
tivamente e sdo tais que A = BC.

1 - A existéncia de A"

e Se A, =0 =3 LAl =@ que satisfaz;

e Se , A, # O com r(A) = k # 0, entdo pelo Teorema 7, existem
matrizes ,, By e xC, ambas de posto k tais que A = BC.

Naturalmente B’'B e CC’ sdo matrizes nao singulares. Observe que
r(xB'By) = r(,CC},) = k, por construgao.
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(a) AAtA=BccC'(cC’)"'(B'B)"'B'BC = BC = A;

I I

(b) AtAAT =C’'(cC’)"' (B'B)"'B'BccC’'(cC’)" ' (B'B)"'B’

I I
=C'(cCc)"Y(B'B)"'B = A",

(c) ATA = C'(CcC’)"(B'B)"'B'BC = C'(CC’')~'C, que é uma forma
—_———
I

simétrica. Portanto, ATA = (AT A)’;

(d) AAT =Bcc'(cC’)y" ' (B'B)"'B’' = B(B'B)"'B’, que é, também uma
—_———
I

forma simétrica. Portanto, AA"T = (AA™1)".

Portanto, A" existe.

2 - A unicidade de A™

Admitamos a existéncia de duas inversas generalizadas de Moore-Penrose,
AT e AJ. Entdo,

(a.1) AATA=A (a.2) AAJA= A,
(b.1) ATAA} = A7 (b2) AJAAS = A},
(c1) ATA=(ATA) (c2) AJA=(AJA);
(d1) AA} = (AA}Y (d2) AAS = (AA]).

Assim,

(e) ATA Y AT AATA

tanto, AT A = AT A;

(c:)e(e2) A’ATIA/A;/ (a.1) A'A;/ (e2) AJ A. Por-

() AAT ) AaataAr VY AT ANATA = AT A = (AASY =
AAj. Portanto, AAT = AAT;

() A7 ) araar Q afaar L araar @ A Logo AF = A =
AT, Isto é, AT é tnica.

1 10
. 110 . .
Exemplo: Seja X = 101 | Encontre a inversa generalizada de Moore-
1 0 1

Penrose de X, X . Para obtermos B e C tais que A = BC, usaremos o
algoritmo de Dwivedi. Isto é,
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1 1
1 1
(1) anzl,ulz% 1 = 1 e'u’lz(l 1 0),
1 1
1 1 1 0
1 1 1 0
(2) wyv) = 1 (1 1 O): 110}
1 1 1 0
1 1 0 1 1 0 0 0 0
1 1 0 1 1 0 0 0 0
— A r_ _ —
(3) A1 =A-wv 101 110 0 -1 1 |79
1 0 1 1 1 0 0 -1 1
Vamos repetir o processo,
0 0
0 0
(1) ase = -1, u2:%1 1 = 1 ev2:(0 -1 1)7
-1 1
0 0 0 0
0 0 0 0
(2) upvy= | | (0 -1 1)= 0 -1 1 |5
1 0 -1 1
0 0 0 0 0 0
(8) Ay = A —upv)y = 8 _? (1) — 8 _(1) (1) = @. O processo
0 -1 1 0 -1 1
esta encerrado e temos
1 0
1 0
4B?Z(U1 uz): 11
1 1
€ /
c 1Y 11
=8 S Lo -1 1
U2
Dali,
1 0
e (1111 10| (42
BB_<0011) 11 _(2 2)
1 1
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Por outro lado,

, (1 10
CC_(O -1 1)

Agora, calculamos:

1 0 2 1
C’(CC’)*:% 1 -1 <f ;):; 1 -1 |;
0 1 12
1 1 -1 1111
rp\-1lpr &
(B'B)"B _2(—1 2)(0011)
1 1 100
o2\ -1 -1 11
Finalmente
At = cC'(cc)"Y(B'B)"'B’
(] 1( 110 o>
L 9 /2\-1 -1 11
1 11 1 1
= 3 2 2 -1 -1
-1 -1 2 2

A inversa generalizada de Moore-Penrose tem excelentes propriedades, as
quais facilitam algumas demonstragoes tedricas. Dentre elas destacamos:

1. Se A é uma matriz nao singular, entdo AT = A™!;

2. Se A é simétrica, entdo AT também é simétrica;

3. Da definicao temos que AAT e AT A sdo simétricas e demonstra-
se que ambas sdo idempotentes. Isto é, (AAT)(AAT) = AAT ¢
(ATA)(ATA) = AT A. Além disso, tem-se que r(ATA) = r(AAT) =
r(AY) =r(A).

4. Se r(A) = m (nimero de linhas de A), diz-se que A é de posto linha
completo. AT = A'(AA")"1e AAT =1,,.

Se 7(A) = n (ndmero de colunas de A) diz-se que A é de posto
coluna completo. AT = (A’A)"'A" e ATA=1,
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5. Dadas as matrizes I(,) € ,,A,, com r(A) = k, entdo tem-se que
r(I —AAY) =n—k;

6. Se A, é real e simétrica com raizes caracteristicas A1, Ag, -+, A, €
vetores caracteristicos normalizados wy, s, - - -, u,. Entao

P'AP = A, onde P = (u; uy -+ u,)
e, portanto
A = PAP' = \jugu) + dauguly + -+ + Aunul,,

é chamada de decomposicao espectral de A e

AT =PAT'P.
4 2 2
Exemplo: Seja A= 2 2 0 | de onde temos,
2 0 2
)\1:6€>\2:2;
2 N 0 0
1 1
T = 1 — U] = 76 , g = 1 —— Uy = V2 ;
1 _ _ 1
1 G 1 7
2
7 0
1 1
P:(u1 ’U,g): % % i
1 1
V6 V2
2
= 0
b N 4 2 2 /6
A =P AP R 2 2 0 y y
- - 0 L 1 V6 V2
V2 v 2 0 2 A L
V6 V2

Il
N
oo
o O
~__
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PAPI = )\1U1U11 + )\2u2u/2 =

2
= 0
1 2 1 1 1 1 1
-6l 5 [(F & w)+2| # (0% %)
1 _ 1
V3 )
4 2 2 00 0 4 2 2
=211 +lo1 1 ]=]220]|=A4
2 1 1 01 —1 2 0 2
2
% 0
1 2 1 1
. L ) . g 0 5 6 G
AT =PAIP = * 5 1 1 1
1 1 02 Oﬁ_\ﬁ
V6 V2
2 1 1
1
= 5|1 5
1 -4 5

Observacgao: Se A(,) for nao singular, entao

_ 1 1
At =A"1= )\—ulu'1 + /\—ugu’2 He Uy,
1 2 n

1.6.2 Inversa generalizada condicional

Defini¢ao: Dada uma matriz ,, A, de posto r(A) = k, toda matriz , A, que
satisfaz a condigago AA~ A = A, é chamada de inversa generalizada condi-
cional de A.

Um algoritmo util para encontrar inversas generalizadas condicionais de

A é o Algoritmo de Searle cujo procedimento é como segue:

1. Tomar uma matriz menor M de posto r(A) = k da matriz A;
2. Obter (M_l)/;

3. Substituir em A, (M_l)/ em lugar de M e fazer todos os outros
elementos de A, nulos;

4. Transpor a matriz resultante;

5. O resultado obtido é uma inversa generalizada condicional de A.
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Exemplo: Seja a matriz A = , entao, temos

—_ == =
OO M R
= -0 O

(i) Como r(A) =2 podemos escolher a matriz menor M = < (1) ? );

.. -1 1 0 - 1\ 1 0O )
(ii) Sendo M —(0 1>entao(M )_(0 1>7

(iii) Substituir em A, (M_l)/ em lugar de M e anular todos os outros ele-
mentos de A:

0 00
010
0 0 1
0 0 O
(iv) Transpor a matriz resultante. Isto é,
0 0 0O
01 00
0010

(v) O resultado obtido é uma inversa generalizada condicional de A, Isto é,

0 00O
A =101 0 0
0 010
Observe que
Lo (00001
AATA = 01 00
1 0 1 00 1 0 1 0 1
1 0 1 1 0 1
1 10
1 10
o 1017A'
1 0 1

1.6.3 Inversa generalizada de minimos quadrados

Definigdo: Dada uma matriz ,, A, de posto r(A) = k, toda matriz , A%, que
satisfaz as condigoes:
/
() AA'A=A (i) AA"=(AA') (simétrica)

é chamada inversa generalizada de minimos quadrado de A.
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Teorema 9: Toda matriz A* = (A’A)~ A’ é inversa de minimos quadrados
de A.

Pode ser demonstrado que AA"’ é tnica e invariante para qualquer condi-
cional (A’A)~. Além disso, AA’ ¢ simétrica e idempotente. Isto &,

AA" = (AAY(AAY.

} i 8 4 2 2
Exemplo: Seja X = 10 1| entdo, X'X = 2 20
1 0 1 2.0 2

. A . . .. . / ,
Consideremos trés inversas generalizadas condicionais de X' X. Isto é,

00 0 3 -3 0
A=(X'X)"=|0 3 0|, A=XX)"=| -4 10
0 0 3 0 00
(§]
50—
A3 = (X'X)" = 00 0
-3 0 1
Assim sendo, teremos
00 00
X =(X'X)yXx'=AX'=|1 1 0 0],
00 3 3
oo L+ 1
Xp= (XX) X' =AX' = | § 3 - -
00 0 0
(§]
i3 00
Xi=(X'X)"X' = A3X' = 0 0 0 0
11 1 1
2 2 2 2
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Observe que

XX{=XxX{=XxX{=

N

[N

(SIS

[N

N~

N|—

N

N|—

41
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1.7 Lista de exercicios # 2

2 6 4 2
2.1 Dada a matriz A = 4 15 14 7
2 9 10 5

(a) Através do algoritmo de Dwivedi, encontre matrizes B e C, tais que
A=BCer(A)=r(B)=r(C). (observe que B e C nao sao unicas
e dependem da primeira escolha do elemento a,q);

(b) Determine a inversa de Moore-Penrose de A;
(c) Verifique numericamente as quatro condicoes da definicio de A™;

(d) Obtenha uma inversa condicional, A™.

2.2 Dado o vetor u = , determine u™.

=~ W N

2.3 Considere o sistema de equagoes lineares X0 = y, conforme se segue,

1100 5
1100 4
1100 3
1100 [ 4
1010 tn | | 6
1010 t | | 7
1010 t3 8
1 00 1 9
1001 8
100 1 10

(a) Pré-multiplique o sistema por X', obtendo-se X'X60 = X'y que,
como veremos posteriormente, é chamado de Sistema de Equacgdes
Normais;

(b) Determine:

07 = X"y;

05 = (X' X)* X'y;

05 = (X'X); X'y;

07 = (X'X); X'y;

03 = X'y;

onde (X'X)7 e (X'X); sdo duas inversas condicionais distintas

de X'X.

A .
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(c) Prove que as matrizes que pré-multiplicam y no item (b), (1,2,3,4 e
5) s@o inversas de minimos quadrados de X;

(d) Verifique numericamente que 67, i = 1,2,---,5 é solucao do sistema

X' X0 = X'y (veremos posteriormente que existem outras solucdes);

(e) Dentre os vetores solugdo 67, obtidos em (b) qual deles apresenta

menor norma?

(f) Veremos nas préximas segdes que se X é de posto coluna completo,
entdo o vetor solucao 6° nao tem valor por si s6. Nesse caso, o
que importa realmente, é o vetor §§ = X6° o qual é invariante para
qualquer 6° que seja solucao das equacoes normais. Posteriormente
definiremos o vetor ¢ como aproximacao de minimos quadrados para
y. Verifique essa invariancia através das cinco solucbes obtidas em
(b);

(g) Determine § = Py, onde P = XX = XX* = X(X'X) X' e
verifique numericamente que §§ = X0° = Py;

(h) Verifique algebricamente que X607 = Py, onde 67, i = 1,2,---,5
dados por (b);

(i) Determine:

1.

N
Qﬁ
Qﬁ)

=y— Py = (I - P)y;
3.e=y— X807, Vi.

(j) Preencha o seguinte quadro:

F. Variagao G.L. S.Q. QM. Flops)
27112

Média r(Py)=v = g2 = L -

Tratamento r(P—Py) == |§-3|*>= a= Hy;?urz = afc=

Parametros r(P)=uv3 = 912 = b= H!illz = blc=

Residuo r(I—P)=vy = e)? = Hilz _ B

TOTAL r(I)=vs = lyll? = -

onde y = Py, P, = X1X1+, X1 é a primeira coluna da matriz X e P =
XXxXT.
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n r T2 e Ty
T T o --- 0
2.4 DadaamatrizA= | 2 0 72 - 0| onden= Zle r;, deter-
Tr 0 0 Trr
mine:
1. r(A);

2. Uma forma geral, com base no algoritmo de Searle, para a inversa
condicional mais simples (diagonal) de A;

3. Através do item 2, determine uma inversa condicional para a matriz

10 4 3 3 nory r2 T3

v 4 400 [m m 0 O
A=X'X = 3030 | m 0m ol Note que,

3 0 0 3 rs 0 0 r3

nesse caso, X ¢ dada no exercicio 2.3.



Capitulo 2

Solucoes de Equacoes
Lineares

2.1 Introducao

Dado o sistema de equacoes lineares Ax = g, onde A é uma matriz m xn de
componentes reais, € é um vetor real n x 1 e g é um vetor m x 1 de componentes

reais, consideremos as seguintes questoes:

1. Existe ao menos um vetor x°, tal que, Axz® = g? (O sistema é consis-
tente?);

2. Se a resposta ao item 1 for “Sim,” a proxima pergunta serd: “ quantos
vetores x° existem”? (O sistema é determinado ou indeterminado?);

3. Se a resposta ao item 1 é “Nao,” a proxima pergunta serd: “existe algum
vetor x*, tal que a igualdade se verifique ao menos aproximadamente,
para uma conveniente definigdo de aproximagao? (Existe alguma solucao
aproximada x* para o sistema inconsistente Ax = g, com propriedades
adequadas?).

2.2 Consisténcia e Solucgao

Teorema 2.2.1 Uma condigdo necesséria e suficiente para que o sistema Ax =
g seja consistente é que g pertenca ao espaco coluna de A.

e Ax = g consistente = g € C(A).

45
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Ax = g consistente = 4 x° : Ax® = g = g é combinagao linear
das colunas de A. Uma regra para essa combinagao é dada por x°.
Entao g € C(A).

e g € C(A) = Ax = g cousistente.
g € C(A) = g é combinacao linear das colunas de A. Entao
qualquer x° que forneca uma combinacgao linear das colunas de A,
que reproduza g, é solucao do sistema. Desse modo, 3 x° : Ax® =g

e o sistema é consistente.

Exercicio 2.2.1 Seja o sistema de equagoes lineares Ax = g caracterizado por:

4.’IJ1 + 2$2 + 2563 = 14
2rx1 + 2z = 6
2x1 + 2x3 = 8
ou
4 2 2 1 14
2 20 T2 | = 6
2 0 2 T3 8
A titulo de ilustragao, consideremos trés vetores solugao do sistema x§, j =
1,2,3.
9 0
l.xf=| 23, | = 3 |. Verifiquemos que Ax{ = g. Além disso,
95 4
g estd no espago coluna de A. Pois, pode ser obtido como combinagao
linear das suas colunas. Uma combinacao é dada por x{. Isto é,
3
9= Z 7€)
j=1
Assim,
3
g = Z z7;¢; = 17 €1 + T]5¢2 + x73€3
j=1
4 2 2 14
= 0 2 | +3| 2 |+4| 0 | = 6 |;
2 0 2 8
bt 3
2.x5=1| 295 | = 0 |. Temos, que Az =ge
93 1
4 2 2 14
g=3| 2 |+0f 2 | +1| 0 | = 6 |;
2 0 2 8
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Finalmente,
3 ( 4
3.x8=| 28 | =| —1 |. Temos, que Ax§=ge
T35 0
4 2 2 14
g=4| 2 | -1 2 | +0( 0 | = 6
2 0 2 8

e assim por diante. Naturalmente o sistema em questao é consistente
e indeterminado.

Teorema 2.2.2 Uma condigao necessaria e suficiente para que o sistema Ax =

g seja consistente é que o posto da matriz A seja igual ao posto da matriz

A aumentada de g. Isto é, r(A) =r(A: g).
Az =g cons. < r(A)=r(A:g).

Exercicio 2.2.2 Tomando o sistema de equagoes lineares Ax = g do exercicio
4 2 2

anterior,onde A= 2 2 0 | er(A)=2. Entao,
2 0 2
4 2 2|14 1 0 1 4
22 0|6 |~-~[01 —-1|-1
2 0 2| 8 0 0 0 0

e portanto, 7(A) = (A : g) = 2 e, como j4 visto, o sistema é consistente.

Exercicio 2.2.3 Suponhamos agora o sistema

4 2 2 1 1
2 2 0 zo | =1 1
2 0 2 T3 1
Desse modo,
4 2 2|1 1 0 11 0
2 2 01 |~-~]1 01 —=1]1/2
2 0 21 00 O0]1

Conforme podemos perceber 7(A) =2 # (A : g) = 3.

Note que os tltimos componentes dos vetores coluna da matriz resultante
de A sao todos nulos, enquanto que o tltimo componente do vetor resul-

tante de g é igual 1 # 0. Assim, nao existe combinagao linear das colunas
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de A que reproduza o vetor g. Em outras palavras, g € C'(A) e o sistema
néao é consistente. Lembre-se de que os coeficientes das colunas, na com-
binagao linear, sao os componentes do vetor solugao. Entao, se nao existe
combinacao linear das colunas de A que reproduza g, o sistema Ax = g

nao tem solugao.
Teorema 2.2.3 Uma condigao necesséria e suficiente para que o sistema A ,,),T1 =
ng1 seja consistente é que A seja nao singular.
, . 1e . —1 —1 ..
Basta pré-multiplicar o sistema por A~ " e teremos ° = A™ "g. A unici-

—1 . caL s
dade de A™" garante a invariancia de x°.

Exercicio 2.2.4 Seja o sistema Ax = g caracterizado por
2 1 T _ 7
1 1 xTo - 5 )
T A 7\ _ (2
Entéo, x° = A g_<_1 2)(5>_<3>,

Note que neste caso a solugao é tnica. Isto é, existe apenas uma com-

binagao linear das colunas de A que reproduz g. Ou seja,

(1) o(1)-(1)

Nesse caso, o0 Teorema 2.2.2 pode fornecer diretamente a solugao. Pois,

se existe A, entdo (A:g)~---~ (I:z°). de fato,

2 1|7 1 012
1 1|5 0 113 )°

Teorema 2.2.4 Uma condigao necesséaria e suficiente para que o sistema de
equagoes Ax = g seja consistente é que exista uma inversa condicional de
A tal que AA g =g.

(a) Ax = g consistente — AA g=g.

Ax = g consistente = Jx° : Ax® =g (I).
Seja A” alguma inversa condicional de A. Pré-multiplicando (I) por
AA, vem
AA Az° = AA g — Az° = AA g2 g— AAg.
(b) AA"g =g = Ax = g é consistente. Seja AA g = g. Basta tomar
x° = A" g e desse modo Ax° = g e o sistema é consistente.
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Exercicio 2.2.5 Seja o sistema Ax = g caracterizado por

1 3
1 -1 ( 1 ) = 1
2 0 T2 2

Usando o algoritmo de Searle, temos

1
B 1 1 o 2 2
M = ( 1 1 ) eM™ = . X
2 T2
Portanto,
1 1l 9
2 2
A7:
1 1
z —3 0
E f4cil verificar que
11 3 3 0 3 3
AA g= 1 -1 1 | = 1 ] #g.
-2 0 i -1 2 —4

Portanto, o sistema ¢é inconsistente. Esse fato pode ser confirmado facil-
mente através do Teorema 2.2.2.

Teorema 2.2.5 Sao condigbes necessdrias e suficientes para que o sistema Ax =
g seja consistente.

(a) AA'g=g (b)) AATg=g
Basta lembrar que A1 e A’ sdo também A~.

Exercicio 2.2.6 Considere o sistema Ax = g caracterizado por

1 1 3
1 -1 ( 1 ) - 1
2 0 T2 4
Usando
1 1 9
2 2
A = N o B ES
1 1 ’ 6\ 3 —3 0
2 2 0

Obsevacgao: Das propriedades da inversa de Moore-Penrose, vimos que,
se A tem posto coluna completo, entdo A* = (A’A)"1A' = A'e ATA =
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Dessa forma, tem-se que

3
AA g=AA‘g=AAYg= 1 ]=g
—4

e o sistema ¢é consistente.

FATOS:

1. Veremos mais tarde que se A é de posto coluna completo, como no

exercicio acima, e se o sistema é consistente, entao a solugao é tnica;
2. Note que, se Ax = g é consistente, entao
AA g=A(A'A)"Alg=AA'g=AATg=gy.
Teorema 2.2.6 Uma condicdo suficiente para que o sistema ,, Apn®1 = mg;

seja consistente é que r(A) = m.

De fato, vimos das propriedades da inversa de Moore-Penrose que se A é
de posto linha completo, entdo A" = A'(AA")"' e AAT =1 ,,.

Basta aplicar o resultado do teorema anterior e teremos

AAtg=Ig=g.

Teorema 2.2.7 O vetor x° = A g+ (I — A~ A)h, onde h é um vetor n X 1,
é solugao do sistema ,, Apn®1 = mg;, consistente.

Se x° é solucao, devemos ter Ax® = g. O que é equivalente a pré-
multiplicar x° por A. Isto é,

Ax°

AA g+ A(I- A A)h
AA g+ (A—AA A)h=AA g, Vh.

Sendo Ax = g consistente por hipdtese, entaio AA~g = g. Portanto,
Ax°® = g e x°, assim definido, é solucao do sistema.

Exercicio 2.2.7 Seja Ax = g consistente, dado por

4 2 2 T 14
2 2 0 z | = 6
2 0 2 T3 8



Luna, J. G. & EsTEVES, D. M. 51

Tomando trés inversas condicionais de A, temos trés solugoes distintas
para o sistema, obtidas por ¢ = A; g, i = 1,2,3, a saber

0 0 0
14 0
z{=A7g=|0 % 0 6 1=1{31],
8 4
0 0 3
b0
14 4
z3=A,g=| -3 10 6 | =] -1
8 0
0 00
¢ 1l 9 -1
2 2
14 3
i =A;9= 0 0 0 6 |=10
8 1
-3 0 1

Tomemos agora o vetor

()
—
o
o
>
=

’=Ajg+I-A7Ah=|( 3 |+| -1 0 0 ha
4 -1 0 0 hs
Portanto,
hy
=1 3—M é solucdo, V hy € R.
4—hy
Assim, para h; = 3 temos
3
z°=\| 0 | =x;
1
para h; = 4 temos
4
= -1 | =z
0

e assim por diante.
Teorema 2.2.8 Se Ax = g é consistente, entao os vetores

x°=Alg+(I-A"Ah ¢
x°=Atg+ (I - ATA)h,

sao solucdes do sistema. Neste caso, basta lembrar que A" e A’ sio
também A~ .
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Teorema 2.2.9 Se o sistema Ax = g é consistente, entao
x°=A"g, z°=A’gex’ = Atg,
sao solucoes. Basta tomar h = @ nos teoremas 2.2.7 e 2.2.8.

Teorema 2.2.10 Uma condicao necesséria e suficiente para que o sistema con-
sistente ,, A, @1 = mg;, tenha solucdo tnica é que r(A) = n.

Basta usar o teorema 2.2.7

Teorema 2.2.11 Dado o sistema consistente ,,A,,1 = ,,g; com r(A) =
k> 0e g # @, entdo existem exatamente n — k + 1 solugoes linearmente
independentes.

Teorema 2.2.12 O conjunto de solugoes do sistema linear homogéneo Ax = @
é o complemento ortogonal do espaco coluna de A’.

Teorema 2.2.13 Uma condicao necessaria e suficiente para que o sistema linear
homogéneo ,,, A, ,T1 = 81 tenha solugoes diferentes da trivial, ° = g,
é que r(A) < n.

Teorema 2.2.14 O sistema linear homogéneo ,, A,,,x1 = 81, com r(A) = k,
tem exatamente n — k vetores solugao linearmente independentes.

Teorema 2.2.15 Todo vetor solugdo de um sistema ,,, A, &1 = mg; pode ser
obtido como a soma de um vetor solugao fixo desse sistema e uma com-
binagao linear de n — k linearmente independentes do sistema homogéneo
associado.

2.3 Solugao Aproximada

Consideremos agora, o caso no qual o sistema de equacgoes lineares Ax = g
é inconsistente. Isto é, quando nao existe x°, tal que Ax°® = g.

Em muitos problemas praticos, como por exemplo, nas anélises estatisticas
de experimentos, é muito importante obtermos solugoes aproximadas de sis-
temas de equacoes lineares.

Denotemos por e(x°) o erro cometido ao tomar o vetor x° como solugdo
aproximada do sistema Ax = g, inconsistente. Entao, teremos e(z°) = g—Ax°.
Observe que podemos ter muitas solugoes aproximadas, sendo que umas sao
melhores que outras, de modo que o nosso problema serd encontrar a melhor
delas.
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Uma forma de medir o tamanho do erro cometido ao tomar x° como solucao
do sistema inconsistente Ax = g, é através do quadrado da norma, popular-
mente conhecida como soma dos quadrados dos erros ou dos residuos. Ou seja,

er
el =ee= (e ex - “laye
=ee= (e e en )| L =De
: =1
en

Exercicio 2.2.8 Seja o sistema de equacoes lineares X6 = y, caracterizado
por

0
O /’['
1
1

Ot W N

1
1
0
0

e

T2

(i) Como nao conhecemos, ainda, uma regra para a obtengdo de solugdes
aproximadas, tomemos a titulo de exemplo dois vetores solucao com o
objetivo de quantificar o tamanho do erro cometido:

1
07 = 1 ].0 erro cometido ao tomarmos 87 como solugéo, é
1
2 1 10 1 0
o o o 3 B 1 1 0 . 1
4 1 01 2
Consequentemente,
lex]* = SQR1 = (0)* + (1)* + (3)* + (2)* = 14,0.
14/6
Tomando, por exemplo, 085 = 1/6 |, obtemos de modo andlogo,
13/6

llez||? = SQRs = 1,0, que sem divida é menor que SQR;.

(ii) Procuremos agora um vetor 8°; tal que, a soma dos quadrados dos residuos
seja a menor possivel. Neste caso temos que minimizar

SQR = f(u,m1,72) = |le]* = |y — X6|* = (y — X0)'(y - X0),

onde,
2 110 p 2—p—7
31 1110 | 3—pu—-71 |
y-X0=1 4 101 :1 Tl 5—p-m | €
4 1 01 2 4—p—1
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Portanto,

4
SQR = |e|*=¢ée=(y— X0)'(y—X0) = Ze?
i=1

= 2-p-1)P+@B-p-n) +GE-p-—m)+ (@ p—n)

Os valores de u, 71 € T2, isto é, u°, 77 e 7§ que minimizam a soma dos quadra-
dos dos residuos sao obtidos derivando-se parcialmente a SQR e igualando-se a
zero. Isto é,

QLR — 28 + 8y + 47y + 47

AER) — 10+ 4y + 4y

S — 18 + 4y + 47,
Igualando-se a zero, resulta em

e 4+ 27 + 275 = 14

2u° + 277 = 5

2p° + 21 = 9

Dessa forma, qualquer solugao do sistema

4 2 2 1° 14
2 2 0 =1 5], (2.1)
2 0 2 5 9

ja sabidamente consistente, nos levard a uma menor soma dos quadrados dos
residuos.

Obs.1: O procedimento aqui utilizado é um caso particular do método dos
minimos quadrados;

Obs.2: O sistema de equagoes lineares obtido em (2.1) é conhecido como sis-
temas de equagoes normais.

Entre muitas solugoes do sistema (2.1) temos:

14 16 4
1 1 1
o= 1 ],05=-| -1 ],e05==[1 ],
6 6 2
13 11 5

de onde podemos perceber que SQR; > SQR, = SQR3 = SQR4. Diante
deste fato, temos aqui um problema a ser resolvido. Ou seja, se existem muitas
solugoes que torna minima a soma dos quadrados dos residuos, como escolher a
melhor delas?
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2.4 A Melhor Solucao Aproximada

Definicao 2.4.1 O vetor «* é definido como a melhor solucao aproximada do
sistema de equagoes lineares Ax = g, inconsistente (BAS: Best Approxi-
mate Solution) se, e somente se, para qualquer outra solucao aproximada

x°, tivermos:

L le(@)|* < [le(=)]?,
2. Caso prevaleca a igualdade, a melhor solu¢ao aproximada sera aquela

que satisfaz a condicio: ||z*||? < ||z°]|?.

Nota: A condicao 2 diz que a melhor solugao aproximada, é a solugao de

norma minima.

Teorema 2.4.1 A melhor solucao aproximada de Ax = g, inconsistente é x* =
Afg.

Exemplo 2.4.1 A solucdo do sistema inconsistente X0 = y do exemplo ante-
rior é dada por:

L 1 1 1 1 § L[ 14
0*:X+y:00:6 2 2 -1 -1 5 | =5 1|,
-1 -1 2 2 1 13

como obtida anteriormente.

2.5 Solugao Aproximada de Minimos
Quadrados

Conforme vimos anteriormente, qualquer solucao do sistema de equagoes
obtida no Exercicio (2.2.8), leva a um minimo a soma dos quadrados dos erros.
Vimos também, que a melhor solucao aproximada era uma delas.

Na verdade para os propositos deste curso, basta que tenhamos minima a
soma dos quadrados dos erros. Nesse contexto, a propriedade da norma minima
para o vetor solucao aproximada pode nao ser necessaria. Se for utilizada,
podemos perder, em muitos casos, a propriedade da unicidade da solucao apro-
ximada. No entanto, temos, em geral, a vantage da simplicidade de calculo, por
nao ter que usar a inversa generalizada de Moore-Penrose.

A solugéo de minimos quadrados pressupoe apenas a primeira condi¢do da
Definicao 2.4.1 o que, em geral, é suficiente para resolver os problemas es-

tatisticos abordados neste curso.
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Definigao 2.5.1: Um vetor x° é definido como um vetor solu¢ao aproximado
de minimos quadrados para o sistema inconsistente Ax = g se, e somente
se,

le()|* < [le(*)||?

para qualquer solucao aproximada x*, (LSS: Least Squares Soluction).

Nota 1: A solugdo LSS, ndo exige como a BAS que se prevalecer a igualdade,
entdo ||z°]|? < ||=*||*. Assim, enquanto a BAS é tnica, a LSS néo o é.

Nota 2: As solugoes LSS sdo muito importantes em estatistica.

Vejamos agora algumas regras para obtencao de solugoes aproximadas de

minimos quadrados.

Teorema 2.5.1: O vetor x° = Azg é uma solugao aproximada de minimos

quadrados do sistema inconsistente Ax = g.

7

Definicao 2.5.2: Os sistemas de equacdes lineares do tipo A’Ax = A'g é
conhecido por Sistemas de Equacoes Normais.

Teorema 2.5.2: Os sistemas de equagoes normais sao sempre consistentes.

Teorema 2.5.3: Uma condigao necessaria e suficiente para que x° seja uma
solugao aproximada de minimos quadrados para o sistema inconsistente

Ax = g é que x° seja solugao das equagoes normais.

Exercicio 2.5.2: Como vimos no Exercicio 2.2.8 o sistema de equagoes nor-
mais X' X6 = X'y referente ao sistema inconsistente y = X8, é dado

por
4 2 2 M 14
2 2 0 n|l=( 5
2 0 2 ™ 9

Além disso qualquer solucdo exata deste sistema sempre consistente é
solugao aproximada de minimos quadrados para o sistema inconsistente

y = X0 SE}O exemp1057

7 8
3 2 3 0
o __ 1 . no _ 1 . No __ 1 . No __ 5
=1 5 |:0°=| 2 |:0°=]| -5 |:0°=]| 2
13 5 11 9
6 2 6 2

e existem muitos outros vetores 6° que nos levardo & menor soma dos

quadrados dos residuos (no exemplo, SQR = 1,0).
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Definigao 2.5.3: O vetor g = Ax°, onde x° é qualquer solugdo aproximada
de minimos quadrados para o sistema inconsistente Ax = g, é definido
como a aproximacao de minimos quadrados para o vetor g.

Exercicio 2.5.3: No sistema inconsistente y = X8, temos

§=X0°=

— ===

O O = =

—_ -0 O
N —
—

© O Ut Ut

Tomemos agora, outra solucao das equagoes normais, a saber,

7/2
6°=1| -2 |.Entao,
2
110 5
110 7_/22 15
Y=11 01 . ) 2|09
101 9

e, de modo andlogo para qualquer 8° solucdo de X' X6 = X'y.

Definigao 2.5.4: Definimos o erro de ajuste devido a aproximacao de minimos
quadrados para Ax = g inconsistente, como

é=g—g=g— Ax°.

Exercicio 2.5.4: Para o exemplo em questao, temos

2 5 -1
5 21 9 2 1
4 9 -1

como ja visto no Exercicio 2.2.8.

Nota: Recordando que X0° = XX'y = X(X'X) X'y = Py. Temos,

entao:

9=X6°=Py e ée=y—-9g=y—X0°=y—Py=(I—-P)y.

Teorema 2.5.4: O erro devido a aproximagao de minimos quadrados é orto-
gonal ao espago gerado pelas colunas de A. Isto é, & L C(A).
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Exercicio 2.5.5: Para o exemplo em questao, é imediato verificar que

X'e=g.
Ou seja,
111 1Y), *1 0
1 1 0 O — 1 = 0
0 0 1 1 0
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Lista de Exercicios # 3

1. Verifique se o sistema de equagoes lineares a seguir é consistete. Caso
afirmativo, apresente uma solucao.

r1 + X2 + x3 = 3
T + o + x; = 6
2!171 + x2 — 3.’E4 = 5

2. Dado o sistema de equagoes lineares A@ = g, caracterizado por

5 2 3 01 33
2 20 0 | =1 18
3 0 3 03 15

2.1 Verifique sua consisténcia;
2.2 Apresente uma solugao da forma:
2.2.1 6] = A g;
2.2.2 05=A"g;
2.2.3 635 = A%g + (I - AGA)h, para alguma G-inversa de A.

3. Estude a consisténcia dos sistemas X 6 = y, caracterizados por:

110 . 10
110 12
310 9 4 S B B
101 2 4
1 2 10
1 4 « 8
3'216(6)_ 14

1 8 12

4. Dado o sistema Ax = g caracterizado por

5 1 1 1 x 26
15 1 1 y | | 22
115 1 I
1115 w 14

4.1 Obtenha AT = A7 = Zle %PiPQ, onde \; e P; sao respectiva-

mente autovalores e autovetores normalizados de A;

4.2 Apresente a solugao do sistema.

5. Com os dados do exercicio 3 desta lista:
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5.1 Determine a melhor solugao aproximada e outra solucdao de minimos
quadrados para 3.1;

5.2 Verifique a consisténcia de X' X6 = X'y com os dados de 3.1 e 3.2.
Um tem solugao unica e o outro é indeterminado. Justifique.

. Estude a invariancia de X0°, V6° solucao de X' X6 = X'y, utilizando
os dados de 3.1.

. Dado o sistema X6 = y, caracterizado por

1 1 0 L 4
1 1 0 51 = 31,
1 0 1 To 4
7.1 Determine:
7.1.1 60°=(X'X)" X'y
7.1.2 §=X6°
7.1.3 §=Py,onde P= X(X'X)" X' = xXxt=xxt
714 e=y—19y

7.1.5 é= (I — P)y
7.1.6 SQTotal =y'y=1vy'Iy
7.1.7 SQPar. = y'Py = ||§|* = || X6°|2
7.1.8 SQRes. =y'(I - P)y = ||e|* = |y — 9|1 = |y — X0°|?
7.1.9 r(P), r(I) e r(I — P).
7.2 Verifique numericamente que:
7.2.1 P e (I — P) sao simétricas;
7.2.2 P e (I — P) sao idempotentes;
723 PI-P)=(I-P)P =0;
7.2.4 ||ly||? = ||9l* + ||&]|?, (SQTotal=SQPar.+SQRes.).



Capitulo 3

Formas Quadraticas

3.1 Conceito
Definicao 3.1.1: Uma funcao do tipo
Qz) =2'Azx = Zaij:cia:j,

(2]
onde a;; sao constantes reais, é chamada de forma quadratica em x.

Exemplo 3.1.1 A forma

Q(x) = 227+ 525 — 23 — 1129 + 37073
1
2 -5 0
Z1
= ( T T &3 ) 7% 5 % T2 = w/Aw
T3
3
0o 5 -1

é uma forma quadrética em x.
Exemplo 3.1.2 De modo genérico, a forma
a11 a2 Z1
x) = 1 oz
Q() (1 2)<€121 azz)(@)

2 2
= a11%7] + 02225 + 41221T2 + 421T2T1

2 2

= Zaljxlxj+2a2jxng
j=1 j=1
2 2

= ZZaijxixj

i=1 j=1

61
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¢ uma forma quadratica em x, se a;; sdo constantes reais.

Nestas condigoes, é facil observar que se a matriz A é simétrica, entao

Q(w) = Zaijx? + ZZaijxixj.
i=j

i#]

3.2 Casos de Interesse Para Estatistica

. Se A(n) = I(n) - Q(:IJ) =x'Ilx = E?:l .1312

. Se Ay = By = Q(z) = 2/'Ex = (Y1, ;)"

1
n—1

’ . A .
Note que [a:’ Ix — @} fornece uma medida para a variancia de .

. Sendo Q(y) = y'Ay = 2y? + 5y3 — y1y2 + 3y2y3, como determinar A
quando simétrica?

a1 = 2, ax=05, azz= 0,
2a10 = —1 - a1 = *%a
2a93 = 3 = axn= 3,
a3 = 0 e asz1 = 0.
Logo,
2 -1 0
A=| -3+ 5 2
0 2 0

3.3 Classificacao de Formas Quadraticas

Definigao 3.3.1: Dada a forma quadrdtica Q(y) = y' Ay, no que se refere a

sua classificagao, temos:

1. Se Q(y) > 0, Vy # 6 = Q(y) é positiva definida;

2. Se Q(y) > 0 para y # ¢ e existe pelo menos um y # @, tal que
Q(y) =0, entdo Q(y) é semi positiva definida;

3. Se Q(y) <0, Vy # o8,— Q(y) é negativa definida;

4. Se Q(y) < 0 para y # ¢ e existe pelo menos um y # @, tal que
Q(y) = 0, entdo Q(y) é semi negativa definida;



Luna, J. G. & EsTEVES, D. M. 63

5. Se Q(y) muda de sinal conforme a escolha de y # @, entdo Q(y) é
nao definida.

Exercicio 3.3.1: Consideremos os seguintes casos:

L. Q(y) =y'Iy =y'y = >, y? é positiva definida, pois é uma soma de
quadrados e y'y = 0 <= y = g;

2. Qly) =y Ey = (3, ylv)2 é semi positiva definida, pois se refere a
um quadrado, sendo portanto nao negativo. No entanto qualquer
y tal que a soma de seus elementos seja nula, por exemplo, leva a

Qy) =0;
3

33.Qy) =(wn w2 ) ( é 1 > ( z; ) é nao definida, pois muda de

sinal conforme a escolha do vetor y # @. Como por exemplo: y =

<1>:>Q(y)_87y_(_1>:>Q(y)——4,eassimpor

diante.

Observe que classificar uma forma quadratica pela definigao é algo bas-
tante laborioso. Uma alternativa interessante, serd verificar a classificagao
da forma quadrética através da classificacao da matriz nicleo. Ou seja,
uma forma quadratica tem a mesma classificacdo de sua matriz ntcleo.
Para tanto, basta diagonalizar a matriz nticleo através de operacoes de

congruéncia.
1 3 -
Por exemplo: A = < 3 1 > Entao,
1 3 1 0 L~ .
<3 1)~-~-~<0 _8).L0g0,Aenaodeﬁn1da.

Teorema 3.3.1: A classificacdo de uma forma quadratica nao se altera por

transformagao nao singular.

Seja Q(x) = x’' Az e seja uma transformacao nao singular = C'y. Entao
Q(x) =2'Az = yC'ACy = y My = Q(y). Onde A e M sio congru-
entes, tendo portanto, a mesma classificagdo. Portanto, Q(x) e Q(y) tém

a mesma classificagao.

Exemplo 3.3.2: Seja Q(x) = 222 + 2x1792 + 323. Logo

A= < f Zl’) > e sua diagonal congruente é Dy = ( 20 ) .

Portanto, Q(x) é positiva definida.
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10
20

Q(x) = (10 20)(? ;)(;8):1800.

Seja, agora, a transformacao nao singular x = C'y, onde

(23 4 1( 5 -3
C_<4 5)60 __2(—4 2)'

72 4 o di 1
g4 193 | cuja diagona

Tomando, como exemplo, o vetor x = ( ) Entao

Entdo, Q(y) = y'My, onde M = C'AC = (

congruente é Dy = ( 702 1172/18 ) Portanto, Q(y) = 72y?+188y1y2+

123y3 é positiva definida. Além disso,
_ 1 5 —3 10 5
— 1, _ = _
y=C" == 2(—4 2)(20)‘(0)'

Q(y) = y' My = 72(5)% = 1800.

Portanto,

Teorema 3.3.2: Se A(,) ¢ real e simétrica de posto k& < n, entdao a forma

quadritica Q(x) = &’ Ax pode ser escrita na forma similar mais simples

k
Qy) = iy,
i=1

onde \;, i =1,2,---,k, sdo as raizes caracteristicas nao nulas de A.

Sendo A, real e simétrica de posto k, entao existe P ortogonal tal que

Q(k) (%)
P'AP = — diag{\1,--, Ak, 0,---,0} = A.
o 0
Seja
Q(z) = ' Az e seja x = Py,
entao,
I/ Q(k) o 2 / : 2
Qy)=y'P' APy = (9, ) =y'Ay=> Ay}
o o Yy i=1

Fato: Se A, ¢é real, simétrica e idenpotente de posto k < n, entao A,
tem k raizes caracteristicas iguais a um e (n — k) raizes iguais a zero.
Assim,

k

) I ' o

PAP:< é’;) g) e Qy)=y'P'APy=> yi.
=1
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Exercicio 3.3.3: Seja a forma quadratica

2 -1 -1
Qx)=x'Az, onde A=| -1 2 -1
-1 -1 2
1 1 1
V3 V3 V3
e seja a transformacio * = Py, onde P’ = % —% 0
1 a2
V6 V6
0 0O
Entdo, PAP=| 0 3 0 | =A.
0 0 3
Assim, \; =0, A2 = A3 = 3. Portanto, Q(x) é semi positiva definida.
1
Tomando, como exemplo, o vetor x = | 1 | = Q(x) =0.
1
Por outro lado, Q(y) = 0y} + 3y3 + 3y2 = y'Ay, onde ¢ = Py =
3
V3
y = P’z (P ortogonal). Portanto, y = 0 e segue que, Q(y) =
0

0x3+3x02+3x0%=0.

Naturalmente, dada a similaridade, Q(x) e Q(y) tém a mesma classi-
ficacdo.

Teorema 3.3.3: Se A(,) ¢é real, simétrica e positiva definida, entao a forma

quadritica ' Az pode ser escrita na forma similar mais simples:
n
Q@) = Qy) = > _ui.
i=1

Seja Q(x) = ¢’ Ax. Se A é p.d. = 3 B nio singular, tal que A = BB’.
Seja a transformacio y = B'x = = = B’ 'y. Portanto,

Q) =yB'AB' 'y =y'B'BB'B' y=y'y=> 4.

i
i=1

Exercicio 3.3.4: Seja a forma quadritica Q(x) = ' Az, onde
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Assim, Ay =5, g = A3 =2 = A épd = Q(z) é p.d.

1
Seja, como ilustragio = | 1 | = Q(«) = 15. Por outro lado,
1
B = C 'DY?
1 0 0 3 0 0 3 0 0
— 1 V6 — V3 26
= |3 10 05 0 =15 75 0
11
b1/ N0 o @)\ g up
Portanto,
5v3
3
y=DBz= % = Q(y) = 15.
V10
2
Outra matriz B poderia ser
L[ V153 V3
B:PAW:g Vs -3 V38
VIE 0 —2V3
Nesse caso,
V15
y= Bz = 0 eQy) =15
0

3.4 Derivadas de Formas Quadraticas

Em muitas situagdes é necessario as derivadas (parciais) de uma fung¢do com
respeito as varidveis envolvidas. Por exemplo, considere a fungao das variaveis

reais x1,Ts € x3, dada por
f(z1,29,23) = 623 — 2z129 + 73, —cO<m; <00 i=123. (3.1)

e suponha que é necessario obter as trés derivadas parciais

of@) ol O
81‘1 ’ 8%2 8%3 '
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Desde que f(x) possa ser escrita como uma funcéo do vetor x, pode ser desejavel
. . .. . of(x
expressar as trés derivadas parciais como um vetor. Definimos % como

of (@)

8w1
of (x) af(x)

am - Oxa

of(x)
Oz

e obtemos a expressao

1221 — 22
of(@) _ (12 B
ox 915

da equagao 3.1. E, isto nos conduz a préxima definigao.

Definigao 3.4.1: Derivada de uma fun¢do em relagcao a um vetor. Seja f(x)
uma funcdo de n varidveis reais independentes x1, zo, -+, x,. A derivada
de f(x) com respeito ao vetor x, onde

T
€2
T = ,
Zn,
é denotada por % e é definida por
9f(x)
611
9f ()
of) _ | 7™
ox
f(x)
0Ty

Teorema 3.4.1: Seja ¢(x) uma fungao linear de n varigveis reais independentes
definida por £(x) = Y7 | ajz; = a’x = x'a,ondea’ = (ay az -+ a, )
e a; sao constantes quaisquer. Entao

96(x)

ox

Prova: Observe que o t-ésimo elemento de 9¢(x)/dx é, por definicdo, igual a
0l(x)/Oxs, que é claramente ay.
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Teorema 3.4.2: Seja Q(x) uma forma quadritica em n varidveis reais inde-

pendentes x1,xs, - - -, x, definida por
Q=) = o' Aa,
onde A = (a;;) é uma matriz n x n simétrica de constantes reais. Entao,

Q(x)
P 2Ax.

Prova: Podemos escrever
n n

E aijxixj7
=1

j=1i=

O t-ésimo elemento de 0Q(x)/0x, é obviamente
0Q(x =
gl(‘t ) = ;atjxj + Z(Zitéﬂi = QZatjxj =2Ax

desde que A seja simétrica.

3.5 Valor Esperado e Matriz de Dispersao

Definigao 3.5.1: Dado um vetor x de varidveis aleatérias com fungao densi-
dade de probabilidade f(z1,--+,x,), definimos a esperanca matemdtica

da funcao t(xq, - - , COIMO

Elt(zy, -,z / / (1, xn) f(z1, - xp)day, -+, dey,  (3.2)

desde que existam as integrais envolvidas.

Definicao 3.5.2: Seja ,W, uma matriz na qual cada elemento é funcao de ve-
tores ,a1, de varidveis aleatérias: W = (w;;), onde w;; = t;5(z1,- -+, ).
Entao a esperanca matemédtica de W ¢é igual a uma matriz , A4, tal que,

E[W] = A; onde A = (a;j) e aij; = Eltij(x;, -, zp)]

11 T12 - Tig
. L21 L22 cc X2q 5
Em particular, se W = . . ] . . Entao,
Tpt Tp2 -t Tpgq
E(r11) E(ri2) - E(xig)

E(z91) E(w2) -+ FE(z2)

Blap) E(ty) - Blap)
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Teorema 3.5.1: Sejam W e T matrizes de varidveis aleatérias e Ay e Ay
matrizes de constantes reais. Entao se as dimensoes forem compativeis e

as integrais existirem, teremos

&

(A1) = Ay
E(A\W) = A E(W);
(WAz) = E(W)Ay;
(

(

&

E(AIT + A;W) = A E(T) + A, E(W).

A
S|

Definicao 3.5.3: Se x e¢ y forem vetores de varidveis aleatérias com E(x) e

E(y), define-se a covariancia entre eles por:

Cov(z, y) = E{[z — E(z)|ly — E(y)]'}.

Em particular, se * = y, temos a matriz de variancias e covariancias, ou
matriz de dispersao de . Denotada por

Var(z1)  Cov(zy,22) -+ Cov(zy,zy)
Cov(x1,29) Var(za) -+ Cov(xa,xy)
Vie) = . .
Cov(a'cl,xn) Cov(xig,xn) Var.(xn)

Se A é uma matriz de constantes, entao

V[Az] = AV (z)A'.

Teorema 3.5.2: Seja « um vetor de varidveis aleatérias com vetor de médias
e matriz de covariancia V', positiva definida. Seja também uma matriz

A, simétrica, de constantes reais. Entao,

Elz'Az] =Tr(AV) + pu'Ap. (3.3)

Exemplo 3.5.1 Suponha y = X6 + e, onde X tem dimensdes n X k, y ~
N(X0, Io?) eseja P = XX" o projetor ortogonal de y em C(X), onde
X én x ke P ésimétrica e idempotente. Entao:

(a)
ElyPy] = Tr[PIoc*|+0'X'PX60
= Tr(P)0*+0X'XX"X0
= r(P)o*+6'X'X6.
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Portanto,
Ely' Py =r(X)o? +6'X'X6.
(b)
Ely(I-P)y] = Tr[I-Plo*+6X'[I - P)X0
= r[I-Plo*+0X'X0-0X'PX0
= (n—ke*+60X'X0-0X'X6.
Portanto,

Ely'(I - P)y] = (n —k)o*.

Suponha que y = X8 + e seja caracterizado por y;; = p + 7 + e;;, com
i =1,2ej=1,2. Neste caso,

Y11 110 u €11
Y12 _ 1 1 O - + €12
Yo1 1 01 - €21
Y22 1 01 2 €22
Entao:
1/2 1/2 0 0
p_ 1/2 1/2 0 0 )
1 o o0 12 1/2 |’
0 0 1/2 1/2
1/2  -1/2 0 0
=12 12 0 0 _
(I-P)= 0 0 /2 —-1/2 |’
0 0 -1/2  1/2
e
4 2 2 I
Q/X/Xg = (/1, T1 TQ) 2 2 0 T1
2 0 2 T
- Y 2wy

Usando (a) podemos escrever:

Ely Pyl =20+ 44> +2) 2 +4p> 7

Além disso, sob certas condigoes, pode ser desejével tomar ), 7 = 0. E,

neste caso, vamos ter:

Ely' Py =20" + 44> +2) 77.
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Nos estudos de componentes da variancia é de interesse obter os seguintes
resultados:

1 1
E y’Py] = =By Pyl =0"+2p> + ) 77
B 2

r(X)
e
E {T(II_P)[y’(I - P)y]} == i F Bl (I - P)y] = o
Y1
Teorema 3.5.2: Sejay ~ Nuy(g,>)) ey = -+ |, onde y; épx1,y,y
Yo

tem dimensao ¢ x 1 e p+ g = n. Entao y,; e y, sao estatisticamente
independentes se, e somente se, Cov(y; , Yy,) = @ (SEBER, 1977 pig.32).

3.6 Distribuicao e Independéncia Sob Normali-
dade

Definigao 3.6.1: Dado um vetor y de varidveis aleatorias com distribuigao
normal n-dimensional, entao:

1. Sey ~ Nu(o, In)) = Z=yly=>1 97 ~ X%n)'
2.8ey ~ No(p, Im) = Z =9y =221y ~ X[, 4 onde
0= ﬁ p'p é o pardmetro de nao centralidade.

3.8y ~ Ny(u,V) = By ~ N,(Bu, BVB'). B tem posto
linha completo.

Teorema 3.6.1: Seja y ~ N,(8,I) e seja A(,) simétrica de posto k < n.
Entao, uma condigao necesséria e suficiente para que a varidvel aleatéria
z = y' Ay tenha distribuicao de qui-quadrado central com k graus de
liberdade é que A, seja idempotente.

A(p) idempotente

/ 2
(SUF.) (A) = k } = Y AY ~ X

A(n) idempotente = 3 P ortogonal tal que

ap_ ( Iw 9\ _
PAP_(O ®>—D

Pois, a matriz idempotente A(,) de posto k < n tem k raizes carac-

teristicas iguais a um e (n — k) raizes nulas.

Seja z = P'y = y = Pz. Entdo
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Elz] = P'E[y] = P'g = .
Viz]=PV[y|P=PIP=PP=1
Logo,
z ~ Np(o, I).

Mas, y' Ay = 2/P'APz = 2’ Dz = Y.F_| 22, Portanto,

i=1%i
Y Ay ~ Xy
(NEC.) y Ay ~ X%k) = A idempotente de posto k.
Do Teorema 3.3.2 sabemos que y' Ay = Zle NizZ,comz =Py=—y=
Pz e entdo z ~ N,(p, I). Portanto,

k
Yy Ay =2'P' APz = 2Dz = Z)\zzf ~ X%k:)’
i=1

onde D = diag{\1, -+, A} e \; sdo os autovalores ndo nulos de A.

Por outro lado, a fungéo geradora dos momentos de y’ Ay, fica:
/A t k /\1ZL2
My/Ay(t) = F {ety y} =F [e 2 ]
= FE [e“‘lz? ethe? L .e”zﬂ e por independéncia
— E |:€t)\lzf:| E |:et)\2zg:| .. B [etkkzi}
= M_2(tA1)M_z(tA2) - - - M.2(tAx), que por hipStese

= (1—2tA) Y21 = 2thg) M2 (1 — 2tN,) /2
= (1—2t)7F2,

que é a funcao geradora dos momentos de uma varidvel aleatéria com
distribuicao de qui-quadrado com k graus de liberdade. Observe que este
resultado sé se verifica para A idempotente de posto k, onde A\; = 1 para
i=1,2,---, k. Veja, por exemplo, GRAYBILL, 1976, pg. 124.

Teorema 3.6.2: Seja y ~ N,(g, V), V positiva definida e seja A, real e
simétrica de posto k. Entdo, uma condigao necessaria e suficiente para
que y' Ay tenha distribui¢do de qui-quadrado com k graus de liberdade,
é que AV seja idempotente.

Consideragoes preliminares.
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(i) V positiva definida = 3 B nio singular tal que V = BB'.

Fazendo z = By, teremos y = Bz = z = B~ 'y, conseqiientemente,

Elz]=B 'y=9¢ e

Vlz] = (BTHV[y(B™) =B HV(B™Y
~ (B)BB(B7)=1.
Logo,
z ~ Np(o,I).
(ii) vy Ay = 2’B'ABz.

Entao, pelo teorema anterior, uma condigdo necessaria e suficiente
para que 2z’ B’ABz e, portanto, y' Ay, seja uma X%k) é que B'AB
seja idempotente de posto k.

Mostremos que AV idempotente é condigao necesséaria e suficiente
para que B’ AB seja idempotente.

(SUF.) AV idempotente => B'AB idempotente

AV idempotente — AV AV = AV
Pés-multiplicando por V!, teremos AVA = A (%).

Por outro lado, B'ABB'AB = BAVAB Y B'AB.
Entdo AV idempotente = B’AB idempotente

(NEC.) B’ AB idempotente => AV idempotente

B'AB idempotente — B'ABB’'AB = B'AB.

Pré-multiplicando por (B™')" e pés-mult. por B!, vem
ABB'A = A, Portanto, AVA = A.
Pés-multiplicando por V', teremos AV AV = AV | e, portanto,

B’ AB idempotente => AV idempotente

Entao, AV idempotente é condigao necesséria e suficiente para que
B’ AB seja idempotente.

Além disso, sendo A, de posto k e sendo V' néo singular, pois V' é
positiva definida, entdo r[AV] = r[A] = k. Portanto,

vy Ay ~ X%k) < AV éidempotente.
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Teorema 3.6.3: Dado um vetor y ~ N,(u, V) e A,) real e simétrica
de posto k, uma condicao necessdria e suficiente para que y’' Ay ~
ka,_&), onde § = #M’Au, é que AV seja idempotente.

Teorema 3.6.4: Dado um vetor y ~ N,(u, Io?) e uma matriz A
real e simétrica de posto k, uma condigao necessaria e suficiente para
que 5 (y — p)A(y — p) ~ X%kyé que A seja idempotente.

Seja z = %(y — ). Entéo teremos:

1
Elz]= _Ely-ul=90, e
1 1
Viz] = EV[y — ] = ﬁIOJ =1.
Logo,
z ~ Np(o,I).
Por teorema anterior, 2’ Az ~ X%k) <= A for idempotente.
Mas 2’ Az = 5 (y — p) Ay — p) ~ x%k) <= A for idempotente.
Teorema 3.6.5: Sey ~ Nyp(u, V), A(,) é real e simétrica de posto k e
¢Bn real de posto linha completo. Entao:
(i) E[yAy]=Tr(AV)+ p/ Ap,(mesmo y nao sendo normal);
(i) Cov[By, y'Ay]| =2BV Ap;
(iii) Cov[By, Ay]| = BV A.
Teorema 3.6.6: Se y ~ N,(u,V) e A, é real e simétrica, entdo
uma condigdo necessaria e suficiente para que a forma linear By

e a forma quadritica y’ Ay sejam independentemente distribuida é
que BVA =0.

(SUF.) BV A =@ — By ey Ay independentes

Seja BVA = . Poés-multiplicando por 2u =— 2BV Au = ¢.
Entéao, do item (ii) do teorema anterior, Cov(By, y’' Ay) = @. Por-
tanto, sob normalidade, By e y’ Ay sao independentes.

(NEC.) By e y' Ay independentes = BV A = @.
By ey Ay indep. = 2BV Au=9¢ — BVA=0, Vpu.

Teorema 3.6.7: Sejay ~ Ny,(u, V) esejam A, e B(,) matrizes reais
e simétricas. Entao uma condigao necessaria e suficiente para que
y' Ay e y' By seja independentemente distribufda é que AVB = @
(ou de modo equivalente BV A = Q).
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Exercicio 3.6.1: Sejay ~ N,(X80, Io?) e sejam as formas quadraticas

y' Py . y'(I - Py

b
o2 o2

onde P=X(X'X)"X =XX".

sao independentes.

Entao, as formas quadréticas ylf;y e y/(I—ZP)y
o g

Pois,
PI-P)=XX"I-XX")=XXT-XXTXX"T=0.

De modo anélogo, teremos (I — P)P = @.

Além disso, sendo P e (I — P) matrizes simétricas e idempotentes
com r(P) =r(XX") =7(X)er(I—P)=n—r(X), temos duas
formas quadraticas com distribuigao de qui-quadrado. Isto é,

yPy ., YU Py >
o2 Xir(X), 0] o2 Xin—r(X), 8]’

cujos parametros de nao centralidade sao:

1 1
1= —0X'XXtX0 = 2—20’X’X0.
ag

202
¢ 1
o=—0X'(I-XX")X0=0.
27 242 ( ) o
Portanto,
M ~ 2 nao central
o2 Xn(X), 2,0’ X' X0p
’ (I~ P)
Yy — Yy o 2
= X (X))’ central.

E, conforme ji vimos, sdo independentes. Pois, P(I — P) = @.
Teorema 3.6.8: Teorema de Fisher-Cochran - Seja o vetor de varidveis
aleatérias y distribuido como y ~ N, (u, Io?) e seja y'Iy = y'y =
P 1 y'A;y. Entdo, uma condi¢do necessdria e suficiente para que
/
y;ﬁ# ~ X(r(A,), 5> Onde 0; = %u’Aiu
e para que

YAy e yAyy, i#4d, i, =1,2,---,p sejam independentes,
p p
équer A, | = Z r(Ay).
i=1 i=1

P
Ou seja, sendo (I (,,)) = n, deveremos ter Z r(A;) =n.
i=1
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Exercicio 3.6.2: Note que o exercicio anterior pode ser resolvido através

do teorema de Fisher - Cochran. Basta notar que
I=P+(I-P).
Suponha, a titulo de ilustragao, que os elementos envolvidos sejam:
WY1, Imy, e X, com r(X)=k<n.
Assim, teremos
r(Iy)=n, r(P)=k e r(I—-P)=n—k.

Portanto,
r(I(n)) = r(P)+r(I - P).

E, assim, teremos diretamente

y' Py 2 _ 1
0_2 NX[IC,&]’ (S—TO_ZHXXB
¢ /
y'(I - Py " 2
T2 " Xk

e sao independentemente distribuidas. Pois,

PI-P)=P-P=0.

Teorema 3.6.9: Sejam as varidveis aleatérias: Z, W, V e U, indepen-

dentemente distribuidas, como:
Z~Nu(@, 1), Wy, Voxg e Us Xy

Entao:

A ' i) VA . jid) W/k

-~ 21 —_— r)s 217 5

/w (*) v (") V/r
k r

v Up Ulp
Z’U) W ~ F[p,k,é] (§ U) Tﬁ ~ F[p,r,5]'

onde § é o parametro de nao centralidade.
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Lista de Exercicios # 4

4.1 Dadas as matrizes:

3 -1 -1 3 1 1
A=| -1 3 -1 e B= 1 3 1
-1 -1 3 1 1 3

4.1.1 Fornega para cada uma delas, uma matriz diagonal congruente;
4.1.2 Dé suas classificagoes;

4.1.3 Encontre matrizes Ty e Ty, tais que A = T 1T e B = T2T%;
4.1.4 Verifique se r(A) = r(T1) e se r(B) = r(T2);

4.1.5 Encontre os autovalores de A e de B;

4.2 Dada a matriz X = , obtenha:

— = = =
O = ==
_ -0 O O

0

421 P,onde P=X(X'X)" X' = XX'=XXT;

4.2.2 A= %E, onde E é uma matriz quadrada de uns com dimensao 5;
4.2.3 P — A;

4.2.4 I P;

4.2.5 Verifique numericamente que A, P, P — A e I — P sao simétricas

e idempotentes.

4.3 Suponha que y ~ N(X@, Io?), onde 8’ = (7 72), com 37, + 275 = 0.
(Use este fato para simplificagoes futuras) e dé a distribui¢ao das formas
quadraticas:

4.3.1 Q= %y/Ay;

4.3.2 Q2 = 5y (P - A)y;
4.3.3 Q3 = Ly Py;

4.34 Qi = Hy'y = Hy'ly;
4.3.5 Qs = =y (I — P)y;

4.3.6 Verifique a independéncia entre as formas quadraticas do numer-
ador e do denominador em 4.3.7 e 4.3.8.
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4.3.8 F, = (ﬁy(%’) / (%73/"(_17(?)1/)

4.4 Suponha que y' = (56 4 10 12). Determine os valores numéricos das forma
quadraticas:

Q=y'Ay; Q=y'(P-A)y; Q3=yPy;
Qu=y'(I-Ply e Qs=y'ly.
4.5 Verifique numericamente que

Q1 +Q2=Q3 Q+Q+Qs=0Qs e Q3+Qs=0Qs.

4.6 Utilizando os dados do item 4.4, preencha com valores numéricos a seguinte

tabela:
F. Variacao G.L. S.Q. Q.M. F
Média 1 Ql = - -
Tratamento r(X)—1= Qs = a= r(§2)71 - -

A _ _ _ Q3 _ b _
parametros r(X)= Q3 = b= T(;{) = b=
Residuo n—r(X)= Q4= c= n—?(iX) — B
Total n = Q5 = _ _

4.7 Aplique o teorema de Fisher — Cochran a tabela do item 4.6.

4.8 Usando o teorema adequado prove cada resultado (apenas das colunas das
esperangas matemadticas) do quadro seguinte:

F. Variaggo GL SQ EI[SQ] E[QM]
Média 1 Q1 o*+5u2 o2 + 5’
Tratamento 1 Qg 02+ 372 + 273 0%+ %

5,11,2+37'12+2722

parametros 2 Q3 20%+5p2 4312 +218 o+ 5

Residuo 3 Qs 302 o?

Total 5 Qs bH0°+5u*+3718 4217 -
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OBS.: Proceda as simplificagbes propostas em 4.3.

4.9 Aplique o Teorema 3.3.2 as formas quadréticas @1 a @5 do item 4.4 (use
computador para encontrar as raizes caracteristicas dos niicleos das formas

quadraticas correspondentes).
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Capitulo 4

Introducao aos Modelos
Lineares

4.1 Generalidades

Estudaremos neste capitulo alguns dos aspectos fundamentais na teoria dos
modelos lineares, no que se refere as equacOes normais, estimacao e teste de
hipéteses sobre parametros. Tendo em vista os objetivos iniciais da simplicidade
na apresentagao e da comparagao, sempre que possivel, dos resultados aqui
obtidos com aqueles que constam nos textos cldssicos de Estatistica Experi-
mental, estaremos usando como exemplo um modelo para experimentos com
um fator inteiramente casualizado. Sem duvida, essa comparacao sera bastante
facilitada através do conceito de restrigao nao estimével nas solugoes.

Aqui, ndo abordaremos o uso e as conseqiiéncias da imposicdo de restri-
¢Oes estimdaveis aos parametros. Os interessados poderao buscar informacoes
nos textos, devidos a CARVALHO (1984), DACHS e CARVALHO (1984) e
SEARLE (1984), entre outros.

4.2 Localizacao do Problema Fundamental

Seja y uma variavel que deve ser explicada através de um conjunto de fatores

T1,T9, -, Tq. Isto é,

y:f(mlaan"'7xd7 6):]((58, 6)

onde e representa um conjunto provavelmente grande de outros fatores nao

considerados e que denominaremos de erro ou residuo.

81
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De certo modo, nosso problema resume-se no fato de encontrarmos uma
funcdo f(x,0) que aproxime convenientemente y, como ji o fizemos anterior-
mente. Aqui, consideraremos apenas as fungoes que sao lineares nos parametros
(componentes do vetor ). Assim, sdo lineares nos parametros:

y=01+0x0+03x3+e, y=0y+06logx+e, -etc
Nao sao lineares nos parametros:
y =601 + ng +03x34+e, y=06ix;+ 0§x2 +e, etc.

Nesse contexto, uma funcao linear nos parametros que se presta para apro-

ximar um vetor y, de observagoes, é um modelo linear.

OBS.1: Os modelos lineares sao classificados de acordo com as varidveis que
descrevem os fatores sejam qualitativos , quantitativos ou ambas. Maiores
detalhes podem ser visto, por exemplo, em GRYBILL(1961, p. 103 e
seguintes). Aqui, abordaremos apenas os modelos para delineamentos
experimentais, que o referido autor classifica como modelo 4.

OBS.2 Usaremos neste capitulo, a norma euclideana para calcularmos a fungao
distancia. Onde procuramos uma fungao dly, f(x,0)] que seja minima.

4.3 O Modelo Linear

Nesta secao definiremos o modelo linear geral e apresentaremos algunas ca-

racterizagbes comumente encontradas na solugao de problemas praticos.

4.3.1 Defincao e Exemplos

Definigao 4.3.1: Sejam, sobre o corpo dos reais:
nY1, um vetor de observagoes;
»X p, uma matriz de constantes conhecidas, de posto k < min{n, p};

01, um vetor de elementos desconhecidos, que chamaremos vetor de parame-
tros e que desejamos estima-los;

n€1, um vetor de elementos desconhecidos que chamaremos vetor dos erros sem

nenhuma pressuposicao adicional.
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Entao,
y=X0+e (4.1)

é definido como um modelo linear.

Naturalmente, de acordo com o interesse, o modelo linear poderd assumir

diferentes caracterizagoes, como por exemplo:

(a) yi=PBo+ 1 X;+e; — Regresso linear simples,

(b) yi =Po+ L1 X1+ PaXoi+- -+ BpXki +e;  — Regresso linear multipla,
(c) Yij = b+ o; +e;; — Experimento inteiramente ao acaso,

(d) yij =p+a;+0X,; +e;; — Modelo para anilise de covariancia,

(e) yij =p+a; +B;+e; — Experimento em blocos ao acaso,

(f) virj = n+ i+ Br +afir +e; — Fatorial AxB inteiramente ao acaso.

Considerando i = 1,2, ---,nparaositens (a), (b)ei =1,2; j=1,2,3; k=
1,2 para o item (f), as caracterizac¢oes poderao ser escritas, conforme o modelo
(4.1), do seguinte modo:

N 1 er |
Y2 1z Bo €
a) | . [=|. . +1 ]
( ) : : : [ A } :
L Yn | L1 =z, en |
[y ] [ 1 211 oz o T | g(l) e1
Y2 1 x12 ®a2 -+ Tie €2
® | l=]. . . Pr | 4 :
L Yn ] L 1 Tin X2n *°° Tkn | ﬁ.k €n
Y11 1 1 0 eq1
Y12 1 10 u e12
yis | (1 10 e13
() yor | |1 0 1 31 + e |’
Y22 1 01 2 €929
Y23 10 1 €23
Y11 1 1 0 2y €11
Y12 1 1 0 zp2 ! e12
Y13 1 1 0 z3 Qi e13
d = + ;
(d) Yo1 1 01 z9 Qs €21
Y22 1 0 1 29 B €22
Y23 1 0 1 zo3 €23
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Y11 1 1 0 1 0 O 1% €11
Y12 1 1.0 0 1 0 a1 €12
Y13 1 1.0 0 0 1 [65) €13
@l |1 011008 |T]e]|
Y22 101 010 B2 €22
| Y23 101 001 B3 €23
(991 ] [1 101 01 0 0 0] [ e111 ]
Y112 11010100 0], . €112
Yits 110101000 5 €113
Y121 110010100 al e121
Y122 110010100 ﬁQ €199
@) | = | = 110010100 ﬁ; L | e
Y211 101 10 0 0 1 O €211
Yo12 101100010 ggll ea12
Y213 101100010 aﬁw €213
Y21 101010001 21 €921
Y222 101 01 00 0 1 _aﬁ22_ €222
_y223_ _101010001_ _6223_

Sendo y um vetor de observagoes e se 0 nosso objetivo é encontrar para
alguma caracterizacao de y = X 60+ e, a melhor aproximagao ¥y, para y, entao o
problema resume-se em encontrarmos para essas caracterizagoes, um vetor 8° tal
que a distancia entre y e ¢ seja a menor possivel. Mas isso nés ja sabemos fazer
desde o capitulo 2, pois qualquer 8° solucao das Equacoes Normais, minimiza
essa distancia.

Assim, para o modelo (c), o sistema de equagoes normais, X' X0° = X'y,

6 3 3 7 Y.
3 3 0 ap | = | v
3 0 3 e’ Ya.

Escolhendo a inversa condicional mais simples, teremos uma solucao de
minimos quadrados. Isto ¢, 8° = Xy = (X' X))~ X'y, entdo,

ue 0 0 0 Y. 0
af |=10 1/3 0 . | =1 Y
ol 0 0 1/3 Y2, Y.

E, conforme ja vimos, como X’'X tem posto incompleto, uma solucio qual-
quer 6° ndo tem valor por si s6, mas sim através de X. Pois como j4 sabemos
9 = X0° é a aproximacao de minimos quadrados para o vetor y das equagoes
normais. Além disso, sabemos que o vetor dos erros € = y — ¢ é ortogonal ao
espaco coluna de X ou espaco dos parametros. Ademais P = XX = XX =
X (X'X)~ X', tinico para cada X, é o projetor ortogonal de y em C(X) e o
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vetor projetado ortogonalmente é exatamente y = X0° = Py, a aproximacao
de minimos quadrados para y.

Usando o teorema de Pitagoras, podemos ver que o vetor y se decompoe na
soma de dois vetores pertencentes a subespagos ortogonais entre si: o vetor y
do subespaco dos parametros, C(X), e o vetor &, o subespago dos residuos. Isto
é,

Ty IP=1g 1>+ el

Note que até o momento nao impuzemos nenhuma estrutura ao vetor de
erros. O modelo em questao serd bastante util e suficiente para grande parte
do estudo a que nos propomos neste curso. No entanto, em problemas praticos
ocorre o fato de que dados experimentais podem ser, em geral, melhor descritos
através de variaveis aleatorias. Para bem interpretar esse fato, pense no seguinte
experimento: Plantar uma muda de tomateiro em um vaso e medir sua altura
apos 20 dias. Ora, é bem sabido que se esse experimento for repetido, digamos
dez vezes, as alturas das plantas serao, em geral, diferentes mesmo que sejam
mantidas todas as condigoes experimentais do primeiro vaso, por exemplo: se-
mentes geneticamente semelhantes, mesmo solo, mesmos tratos culturais, etc.
E facil intuir que o conceito de varidvel aleatéria estd aqui embutido. Nesse
contexto, torna-se desejavel ligar essas idéias ao modelo.

4.3.2 O Modelo Linear de Gauss-Markov (G.M.)

Definigao 4.3.2: O modelo

y=X0+e (4.2)
onde,
y ¢é um vetor de realizagoes de varidveis aleatérias de dimensoes n x 1,

X ¢é uma matriz de constantes conhecidas de dimensoes n X p, de posto k <

min{n,p},

0 é um vetor de parametros desconhecidos de dimensoes p x 1, que desejamos
estima-lo,

e é um vetor de componentes nao observaveis e aleatérios de dimensoes n x 1
com média @ e variancia Io2. Quando o modelo apresenta essa estrutura
para o erro, o mesmo serd definido como Modelo Linear Ordinéario de
Gauss-Markov.
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FATOS:

(i) De acordo com as defini¢oes dos termos no modelo (4.2), teremos por con-
seqiiéncia que: Ely] = E[X60 +e] = X0, Varly] = Var[X0 + e] = Io2.
Além disso, o S.E.N. é dado por:

X'X0=X'y
e a solugao de minimos quadrados ordinaria é:
6° = (X’X)7 X'y;

(ii) A matriz de covariancias dos erros pode assumir caracterizagdes mais com-
plexas do que simplesmente Io?. Se Var|e] é diagonal diferente de Io?,
as demais pressuposi¢oes permanecem inalteradas, isto é, se Ele] = ¢ e
Varle] = Do? | entdao o modelo é conhecido na literatura como Modelo
Linear Ponderado de Gauss Markov. Nesse caso o S.E.N. fica:

X'D'X0=X'D'y
e a solugao de minimos quadrados ponderada é dada por:
0°=(X'D'X) X'D'y;

(iii) Se a matriz de covaridncias tem estrutura mais geral que as formas diago-
nais anteriores, isto é, se E[e] = @ e V[e] = Q0?, entdo o modelo é referido
como Modelo Linear Generalizado de Gauss-Markov. E, o S.E.N. é dado
por:

X'0'X0=X'0""y
e uma solucao de minimos quadrados generalizada é dada por:

6° = (X'Q7'X) X'07'y.

(iv) No momento em que formos desenvolver o item sobre inferéncia estatistica,
mais especificamente a estimagao por intervalo, por regiao e testes de

hipéteses serd necessario associar uma distribuicao de probabilidade aos
erros.

Definicao 4.3.3: Quando associamos a distribuicao normal ao erro e, do mo-
delo y = X 6+ e definido em (4.2) teremos o modelo conhecido por Modelo
Linear de Gauss Markov Normal (G.M.N.). Assim, teremos:
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e ~ N,(o, Ic*) — Ordinario
y=X0+e, (GGMN)=<{ e ~ N,(8, Do?) — Ponderado

e ~ N,(8, Q%) — Generalizado.

Observagao: Neste contexto, sempre que mensionarmos o modelo linear de
Gauss-Markov, estaremos supondo o modelo ordinario, caso contrério,
comentaremos o fato.

4.3.3 Um Exemplo Hipotético

Para efeito de sedimentacao dos conceitos, tomaremos como exemplo, o mo-
delo associado a um experimento com um fator inteiramente casualizado. Isto
é, y = X0 + e, caracterizado por: y;; = p + 7 + ;5.

Exemplo: Consideraremos um ensaio hipotético de complementacao alimen-
tar para engorda de suinos, instalado num delineamento inteiramente ao
acaso. No qual foram considerados os seguintes tratamentos: 77: Ureia,
Ts: Oleo vegetal a 1% e Ts: Oleo vegetal a 2%. Os resultados relativos ao

ganho de peso(em kg) por animal, apés 30 dias, encontram-se na Tabela
4.1.

Tabela 4.1: Dados hipotéticos de um ensaio inteiramente casualizado.

Tratamento
Leitao T1 TQ T3
1 y11 =50 Y21 =6,0 y31=9,0
2 y12=4,0 Y22 =7,0 y32=23,0
3 y13=3,0 y23 =8,0 y33=10,0
4 Y14 = 4,0 - -

Total y1.=16,0 yo. =21,0 y3 =27,0
Média =40 Ga=T,
Variancia | s7=2/3 55 =1

Seja o modelo y = X6 + e, G.M. caracterizado por: y;; = p + 7; + e;5. Ao
adotarmos este modelo, estamos supondo que:

(i) Cada observacao pode ser explicada através de uma adigao (modelo aditivo)
de dois componentes: um fixo, i+ 7; = p; e um aleatério e;;;
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Figura 4.1: Graficos de y1 ~ N(4,1), y2 ~ N(7,1) e y3 ~ N(9,1)

(ii) Desde que Ele;;] =0 = Elyi;] = p+ 70 = 4;

(iii) Como p; é constante para cada i, entao V[y;;| = Vle;;] = o2

De fato, y = X0 +e (G.M). = Ely] = X6 e V]y] = Io?, que
mostra também, através de Io?, que os erros sio independentes. Isto
é, Eleijeyjr] = Ele;jlElesj7] = 0, para i # i’ ou j # j'. Sendo e;;
independentes, entao os y;; também o sao.

iv) Entao, as observagoes y;; sao independentemente distribuidas e sao tais
J
que y;j ~ N(u;, 0?)ouy ~ N,(X6, Io?).

A Figura 4.1 representa o comportamento probabilistico de trés populagoes
normais independentes com médias p; =4, pe =7 e puz = 9 e variancia comum
2
o°=1.

Obs.: A analise dos residuos, a qual nao sera abordada aqui, fornece um con-
junto de técnicas para verificar se as suposicoes acerca do modelo adotado
estao coerentes com o conjunto de dados em estudo.

Associando o modelo y = X0 + e caracterizado por y;; = p + 7 + e;; as
observagoes obtidas no experimento, podemos escrever:

Y11 5, 0 1 1 0 0 €11
Y12 4, 0 1 1 0 0 €12
Y13 3, 0 1 1 0 0 €13
Y14 4, 0 1 1 0 0 1% €14
Y21 _ 6, 0 o 1 01 0 T1 €21
veo | =1 70 |1 101 0 7 | T en
Y23 8, 0 1 01 0 T3 €23
Y31 9, 0 1 0 0 1 €31
Y32 8, 0 1 0 0 1 €32
Y33 1 ,0 1 0 0 1 €33

4.3.4 O Sistema de Equagoes Normais (S.E.N.)

Ja sabemos que a aproximagao de minimos quadrados para y é dada por
9 = Py = X0° onde 0° é qualquer solucao do sistema de equagbes normais,
independentemente da distribuicdo de probabilidade associada ao erro e;;. As-
sim, para os dados experimentais aqui considerados, temos o seguinte S.E.N.
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X'X60° = X'y:
10 4 3 3 1° 64
4.4 0 0 | | 16
3030 | T 21
300 3 78 27

Observe que, para o modelo aqui considerado, o S.E.N pode ser escrito generi-

camente, do seguinte modo:

nory T Tk T y..
r ry 0 -+ 0 77 Y1.
T2 0 T2 R 0 Tg — Y2
Tk 0 0 Tk Tﬁ Yk

onde,
_ «—k . . 1 de ob o
n =7y . ,Ti ¢ onimero total de observagoes;
r; € o numero de repeticoes do tratamento ¢, i =1,---, k;
y.. é o total geral;

y;. € o total das observagoes no tratamento 3.

Uma soluc¢io do S.E.N. pode ser obtida, de modo genérico, por 8° = (X' X)~ X'y.

E, considerando a inversa generalizada mais simples, teremos:

o

W
o
T1
o
T2

o
Tk

0

o

0

S e

0
1/7’1
0

0

0
0

1/7"2

0

Para os dados do exemplo, temos:

90

hn
Y2
Y3

© =3

0
0
0

1/T’k

o O O

ey =X6°

Y1
Y2

© © O = =T T s
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Isto é, gij = :Ijz

No exemplo em questio, a solugéo 0°, para 0 é obtida facilmente (em outros
modelos isto nem sempre ocorre). Veremos, em momento oportuno, que se a
matriz X nao tem posto coluna completo, entao 8° nao é um estimador nao
viciado para 6, e sim, para funcées dos componentes de 6.
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4.4 Estimacao em Modelos Lineares

O sistema de equagoes normais (S.E.N.) apresenta propriedades importantes.
Dentre elas destacam-se aquelas sobre projecao e invariancia. Estudaremos
agora, algumas idéias sobre a solugao das equagoes normais, ja sabidamente
consistente, visando introduzir o conceito de estimagao por ponto no modelo
linear de Gauss-Markov.

Dado o modelo y = X6 + e (G.M.), se X tem posto coluna completo,
como em geral ocorre nos problemas de regressao, a menos da existéncia de
colinearidade, entdo X’'X ¢é positiva definida e portanto nao singular. Nesse
caso a sulugao unica do sistema é dada por:

0=(X'X)"'Xy.
Além disso, 8 é um estimador nio viciado para 6. Ou seja,
Ef)=E[(X'X)'X'y] = (X'X)"'X'Ely] = (X'X)"'X'X0 =0.

Assim, podemos dizer que se X tem posto coluna completo, a solucdo inica
de minimos quadrados @ é o estimador de minimos quadrados para 6.

Por outro lado, a matriz de dispersao de 0 pode ser obtida como:

Vo] = VIX'X)T' X'yl = (X'X)T X'V X(X'X)™
(X'X)'X'I7X(X'X) = (X'X) o2

Observe que sendo X' X simétrica, sua inversa tinica (X’'X)~! também o é.
Se, no entanto, X nao tem posto coluna completo, como normalmente ocorre
nos delineamentos experimentais, a menos que sejam impostas restricoes ou
reparametrizagoes, Entao nao existe (X' X)~! e o S.E.N. ¢ indeterminado.
Dentre as possiveis solugoes, temos:

0° =Xy =(X'X)"X'y, 0°=XTy, etc
Nesses casos 8° nao é um estimador nao viciado para 6. Pois,
E0°] =E[(X'X) X'y = (X'X)" X'Ely] = (X'X)"X'X0=HG,

Onde, H = (X'X)~X'X ¢ uma forma escalonada. Mais tarde veremos que
as funcgoes determinadas por HO serao chamadas de func¢oes paramétricas es-
timdveis. Existem outras.

Dessa forma, a menos de condicoes especiais, como por exemplo, em certos

casos de restrigdo paramétrica e/ou reparametrizagdo, os componentes do vetro
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0 nao sao individualmente estiméveis. Ou seja, se X ndo tem posto culuna
completo, entao a solucao #° nao tem valor por si s6, mas sim através de X.
Pois, X0° = §§ = Py é, conforme j4 vimos, invariante para qualquer 8° solucao
das equacgoes normais.

No exemplo em questao, tomando a inversa condicional mais simples, isto é:

0 0 0 0
rene |0 174 0 0
(XX)r =19 0 1/3 0 |’
0 0 0 1/3
temos
000 0 M 0
. ’ _ , . 1 1 0 O 1 . w+ 7
H\0=(X'X)](X'X)0=| | o | o S i,
1 0 0 1 T3 ,u+7'3

. . .. / .
Se considerarmos outra inversa condicional de X' X, digamos:

1 -1 -1 0
INN— 1 -1 7/4 1 0
XX =31 1 1 20|
0 0 0 0
teremos,
1 0 0 1 o 4T3
_ / — / _ 01 0 -1 1 _ 1 T1 — T3
ng—(X X)2 (X X)B_ 0 0 1 -1 T2 - 3 Tg — T3
0 0 O 0 T3 0

Observe que para cada H temos aparentemente um novo conjunto de fungoes
estiméveis. Na verdade os elementos de um conjunto podem ser obtidos como
combinacoes lineares do outro.

Note que no modelo em questdo, E[y;;] = p+ 7;. E, portanto, u + 7; é
estimavel. Esses resultados estao em H@. Também o primeiro elemento de
H,0 é do tipo p + 7;. Além disso, os outros dois elementos nao nulos de H20
sao,

(+m)—(p+73)=71—-13

(M+7'2)_(,U+7'3):T2—T3.

Naturalmente existem outras fungoes nesse modelo que sao estimaveis.
Formalizaremos agora, algumas idéias basicas sobre estimagao em modelos

lineares.
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Definigao 4.4.1: (RAO, 1945) - Uma funcdo linear paramétrica do tipo '8,
é dita estimdvel no modelo linear y = X6 + e (G.M.) se, e somente se,
existir uma combinacdo linear das observacoes, a’y,tal que Ela’y] = \'6.

FATO: Essa definicao serd muito util em demonstragoes, como veremos poste-
riormente, no entanto do ponto de vista prético, ela é pouco operacional,
pois depende da dimensao do vetor y das observagoes.

Exemplo 4.4.1 Consideremos a fungao paramétrica

7

No=(1 10 0) g =p+

73

Estudemos a sua estimabilidade, empregando a defini¢ao.

Eldy =N0 = ad' X0 =N = a' X =) = X'a= X\

Assim,
a
a2
as
1111111111 aq 1
11110 0 0 0 0 O as . 1
000011 1000 ag I
000 O0O0O0O0OO0OT1T11 ar 0
as
ag
aio
ou
a1+a2+a3+a4+a5+a6+a7+a8+ag+a10:1
a1+ as + as + ay =1
as + ag + a7 =0
ag +ag+aip=0
4 1/4
—1 1/4
-1 1/4
-1 1/4
2 0 - .
Observe que os vetores, a; = 9 e ay = 0 , sao tails que
0 0
1 0
-1 0
0 0

Ela\y] = @\ Ely] = a1 X0 = a, X0 = N0 =+ 7
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e existem outros vetores com esta caracteristica.
Note que

Y11
Y12
Y13
Y14
’ Y11
aly_(4 1 1 1 2 2 01 10) Yo
Y23
Y31
Y32
Y33

= dy11 — (y12 + y13 + y14) + 2(y21 — y22) + (Y31 — y32)-
Além disso, sendoa’X = (1 1 0 0 ), tem-se

7
T1

_ _ !/
™ =pu+7m=X6.

Elalyl=a'X6=(1 1 0 0)
73
De modo analogo, verifica-se que
ayy =71 e Elabyl=a,X0=p+7=XN6.
Dessa forma, temos:

(a) N0 = p+ 71 é uma funcio paramétrica estimdvel;

(b) Dois dentre seus estimadores ndo viesados sao:

A0 =aly =4y — (12 + vis + y1a) + 2(y21 — Y22) + (Y31 — y32)
N0 = aby = 5 (y11 +y12 + y13 + y14) = 41

(c) Usando os dados observados no exemplo da sub-segdo 4.3.3, duas dentre

suas estimativas nao viciadas, sao:

)
4
No=aly=(4 -1 -~ -1 0) =9,0.
8
10
5
4
NO=aby=(1/4 1/4 -~ 0 0) : =4,0.
8
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Observe que existem muitos outros estimadores nao tendenciosos a’'y de
/ / .
= 1 Vv == A.
A6 +711, basta escolher o vetor a, tal que X'a = A. Veremos posteriormente
que apenas um deles serd o escolhido, por ser o melhor dentre todos.

Teorema 4.4.1: (RAO, 1945) - Uma condicao necessdria e suficiente para que
a funcdo paramétrica A’'6 seja estimédvel no modelo y = X80 +e (G.M.) é
que X € C(X").

(Suf.) X € C(X') = X0 ¢ estimével.

AeC(X)=3a: X'a=A= N =dX,
Pés-multiplicando por § = A0 = a’ X0 = \'0 = d/E[y] =
N6 = Ela'y] = X0 estimdvel.
(Nec.) X0 estimavel = X\ € O(X').

X0 estimdvel = Ja : E[a'y] = N0 = a’ X0 =0 =
AeC(X),Ve.

Exemplo 4.4.2: Empregue o Teorema 4.4.1, para verificar se as fungoes
N0 =7+ 7 e A0 =7, — 75 sdo estiméveis no modelo linear de Gauss-
Markov y = X0 + e.

Verificando: Ora, A\; € C(X') se existir uma combinagio linear das colunas de
X', tal que, ajvy +agva+- -+ apvr = Ap. Onde, a; € R (i = 1,2, k)
ewv; (i =1,2,---,k) sao vetores (colunas) linearmente independentes de
X', Assim, teremos:

1 1 1 0 a1 +as+a3=0

« L + « 0 + « 0 = ! - 1 =1
1o 211 31 0 1 o =1
0 0 1 0 a3 =10

~ . 3 ~ ~ s
Como nao existem «;, tal que " o;v; = Aq, entdo a funcado paramétrica
) que, i=1 ) p
16 nio é estimavel no modelo linear (G.M.).

~ sy / 7 . ’ .
Por outro lado, a fungao paramétrica Ay0 = 71 — 1 é estimavel. Pois,

1 1 1 0 a1 + g + a3 = 0
1 0 0 aq =1
aq 0 + oo 1 + a3 0 = -1 - o -1
0 0 1 0 as= 0
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Note que a1 = 1, aa = —1 e az = 0 é solucao do sistema de equacoes. Isto
, . 3 ~ L4 / ,
é, existem ¢y, tal que, > ;_; a;v; = Xo. Portanto, a fungéo paramétrica X,0 é
estimavel no modelo linear de Gauss-Markov.

Corolario 4.4.1: Cada condicao dada a seguir é necesséaria e suficiente para
que X0 seja estimavel no modelo linear de Gauss-Markov.

(a) r[X'] =r[X"N],
(b) 7[X'X] = r[X'X:)].

Observe a associagao entre os conceitos de estimabilidade e de consisténcia
visto no Capitulo 2.

Exemplo 4.4.3: Consideremos o exemplo hipotético da sub-secao 4.3.3 e as
fungoes paramétricas:

/\'10:7'1—1—7'2, )\/20:”—1—7'1 e A§0=Tl+72—273.

Entao,

10 4 3 3|01 0 100 1]-2 0 -2
IR SRRt

440011 1| 1010 1| ;I 1

3 03 0|1 0 1 00 1 -1 1 0 1

3 00 3|0 0 =2 000 0| 1 0 0

A~ ~ / ~ 7 . ’
Desse modo, dentre as trés funcoes dadas, apenas A0 = 7 + 73 nao é estimével,

nesse modelo.

Definicao 4.4.2: Dada a funcdo paramétrica X' estimavel no modelo linear
de Gauss-Markov, entdo o sistema consistente X’ X p = A é definido como
sistema de equacoes normais associadas.

Observagao: O sistema de equagoes normais associadas (S.E.N.A.) preserva as
propriedades importantes do sistema de equagdes normais (S.E.N.), como
por exemplo, a invariancia de X p°, Vp° solugdo do S.E.N.A.

/ ., .
Tomemos como exemplo o contraste A'@ = 7 — 73, ja sabidamente es-

timavel.
10 4 3 3 01 0
4 4 0 0 p2 | 1
3 0 3 0 ps | 0
3 0 0 3 P4 -1
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Dentre outras possiveis solugoes tomemos:

0 0 0 O 0 0
1 1
. 0 7 00 1 1
p(l) = . =
00 35 0 0 0
00 0 % -1 -3
¢ 1 1 _1 9 0 _1
3 3 3 3
17 1 7
i -3 12 3 0 1 12
PO 0 0 o | 1
3 3 3
0 0 0 O -1 0
Portanto,

W=
~

N

=
=
Wl

Xpfy) = (Xpf) = ( 4
¢ invariante.

. / 7 . , . . ~
Vimos que se A'0 é estimével, ela pode apresentar muitos estimadores nao
viciados, nos modelos de posto incompleto. Veremos agora, que apenas
uma delas é a melhor.

Defini¢ao 4.4.3: Seja o modelo y = X6 + e (G.M.) e todas as possiveis com-
binagoes lineares a'y, tais que Ela’y] = X'@. Dentre elas, seja a*'y.
Entdo a*'y é definida como o melhor estimador nio viesado de '8 se, e

somente se,
Via*'y] = Min{V[d'y]}, Va'y:E[a'y] =\6.

A combinacdo linear a*'y assim definida, é conhecida como BLUE de /X\ 0
(Best Linear Umbiased Estimator) e é denotada por: BLUE de A'6 = X'6.

Teorema 4.4.2: Se X0 é estimével no modelo linear de Gauss-Markov, entdo
seu BLUF é obtido de modo tunico por:

X6 =p'X'y,
onde p é qualquer solugao das E.N.A.

E facil ver, dada a invariancia de X p, que p’ X'y é tnica. Verifiquemos,
entdo, se p' X'y é realmente o BLUE de \'8.
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(a) p’ X'y é um estimador nao viciado de X'6. Isto é,

Elp’X'y] = p X' X0 = X6, pois das E.N.A, temos que X' Xp=A= X' =
pPX'X.

(b) p' X'y tem a menor variancia dentre todos os estimadores nio viciados de
6.
Calculemos inicialmente a variancia de p’ X'y.
V' X'yl = p'X'V[y|Xp = p'X'Xpo® = XNpo®. (I

Seja, agora, p’ X'y + 8y = (p' X’ £ ')y um outro estimador nao viciado
de X'0. Entéo,

Vla'y] = (p’X' £V (y)(Xp+£9)
= PX'XptpX'§£6Xp+4d6)o> (1)
Por outro lado, na classe dos nao viciados, temos que:
Ela'y] = E[(p'X'+d)y]=(p'X"+5)X0
= pPX'X0+§8X0=X\N0= pX'X0=X\0+5X6.
Usando as E.N.A., temos que, p’ X' X0 + 6 X80 = N0 se, e somente se,
§'X =9,V0. (I11).
Assim, (II) fica:
Vid'y] = (p’X'Xp+688)0* e, das E.N.A., vem

Viad'y] = (N6 +68)0. (IV)

Mas & é um vetor e, portanto, 6’6 > 0.

Entao, comparando (I) e (IV), temos:
Vlia'y] > Vo' Xy].

Assim, da definicdo, temos que p' Xy = \'0.

Além disso, a igualdade s6 é verificada quando § = @, garantindo, como

ja vimos no inicio da demonstracao, a unicidade do BLUE.
Exemplo 4.4.4: Seja A’ = 1, — 3. Entéo, usando resultados anteriores,
NO=1—1 = Py X'y =plo) X'y=51 —ga=4-9=-5.

O teorema a seguir fornece uma regra mais operacional, baseada nas E.N.,

para a obtencao de X0 estimével.
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Teorema 4.4.3: (Teorema de Gauss-Markov) - Se X' é estimavel no mode-
loy=X6+e (G.M.), entdo o BLUE de X' é dado por X'6°, isto é,
N0 = \0°, para qualquer ° solucdo das equacdes normais.

X0 estimével = 3p: X' Xp=A= N =p'X'X,
pés-multiplicando por 8° = X'0° = p’ X' X 6°.

Usando as E.N., vem:
No°=p' X'y=X0.

FATOS:
(a) A unicidade de A6 estd garantida, pois,

No° = NX'X) X'y=pX'X(X'X)X'y=pX'XX"y
p'X'y.

(b) Através do teorema de Gauss-Markov podemos obter uma forma mais op-
eracional para a variancia do BLUE de \'@.

—
!

VING = VING)=VN(X'X) X'y
= N(X'X)"X'X[(X'X)"]'Ac?

Sendo '8 estimdvel = 3a : X'a = X. Portanto,
VING = N (X'X) X' X[(X'X)" )X ac?

Por outro lado, [(X’X)~]" é também inversa condicional de X’'X (veja,
dentre outros, SEARLE, 1971, pg. 20, Teorema 7, item (i)). Entao,
X[(X'X)"]X'=XX" = P. Assim sendo, temos:

—

VING] = N (X' X)" Ao

0
. Tn — . o 4,0
Exemplo 4.4.5: Seja A'0 = 71 — 73 e considerando 68° = 70 do exemplo
9,0
anterior, temos que
X;E = Tl/;Tg = }\/00
0
— (010 1) | =g -g=-50
Y2

Y3
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e
VING = V[ —m) = N(X'X) Ac?
0 0 0 0 0
- 0 1/4 0 0 1
*(010_1)001/30 0
0 0 0 1/3 -1
7
Se usarmos outra condicional de (X’'X) chegaremos ao mesmo resultado.
Isto é, V[r| — 73] = Lo

4.5 Regras Praticas de Estimabilidade

Na secao anterior estudamos estimagao por ponto baseado no espaco colu-
na de X’ (ou no espago linha de X). Agora, consideraremos algumas regras
praticas, objetivando facilitar o estudo de estimabilidade.

4.5.1 Funcgoes Basicas Estimaveis

Sabemos que dado o modelo linear y = X0 + e (G.M.), entao Efy] = X6.
Portanto, X0 é estimavel. Usando este fato, podemos determinar as funcoes
bésicas estiméveis para cada caracterizacao de y = X 6-+e. Assim, por exemplo:

(a) Na caracterizacdo y;; = p+ 7, +e€;5, i=1,2ej=1,2

1 10 L JO st
. . 1 1 0 . W+ T
Ely]= X0 = 1 0 1 :1 I T
101 2 A+ T2
Portanto, as funcdes bésicas estimaveis nesse modelo, sdo do tipo '8 =
u+ 7.
De fato,

Ely;l = Elp+ 7 +ey] = p+ 7.

(b) Na caracterizacdo y;; = p+ 7+ 0 +e;, i =1,2e j=1,2,3.

11 01 00 1 w+ 71+ B
1 1 0 0 1 0 T1 /L+T1+52
Ely] = 1 1.0 0 0 1 To _ w47+ Bs
1 01 1 0 O G w1+ G
1 01 0 1 0 o w41+ B
101 0 01 B3 w470+ B3
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Entdo, Ely;;] = p+ 7 + 5; exibe o conjunto de fungdes bésicas estiméveis
nesse model. E assim por diante.

A associagdo dessa propriedade com outra que vem a seguir, resolve a
maioria dos problemas praticos de estimabilidade.

4.5.2 Combinagoes Lineares de Fungoes Estimaveis

Sejam X160, A50,---, X0, p fungdes lineares paramétricas estiméveis em
alguma caracterizagio de y = X0 + e (G.M.). Entao, da definigdo de estima-
bilidade, tem-se que Ja : E[a'y] = X}0, i =1,2,--- p.

Seja ¢y, numeros reais arbitrarios, entao

E[cla’ly} = Cla/1X0 = ch10

E[Cgaéy} = CQG’QXO = CQA’QO

Elcpan,y] = cpa, X0 = cpA,0
B ceapy]l = X0 ca; X0 = 37 e

Portanto,
Jw' =37, cea) e IN = 37_, oAy, tais que, Elw'y] = X'6.
Entdo, X0 = Y>_7_, ¢,A;0 é estimdvel.

Exemplo 4.4.6: Considere as fungoes bésicas estimaveis do exemplo inicial,
isto é, \;0 = u + 7;, entao sao estimaveis, dentre outras,
(a) X,0 =3u+ 7 + 72+ 73. Basta tomar ¢; = 1, Vi e teremos
3
Ny=> eXi=(3 11 1)
i=1

ou simplesmente

(p+m)+(p+m2)+(p+73)=3p+7+ 72+

(b) AXi0 =271 — 1o — 13 =2(u+71) — (u+72) — (u+73). Ou seja,

AL = , Ag = Az = ,c1=2, co=c3=—L

OO ==
O = O =
— O O
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Assim,
, 1 1 1 0
1 0 0 2
)\5—2102)\1—2 o |-t 1 -1 o 1
= 0 0 1 —1
Portanto,
7
I o - T1 _ - .
As0=(0 2 -1 —1) iy 2T — Ty — T3
T3

e assim por diante.

Definigao 4.4.4: Seja o modelo linear y = X60+e (G.M.) e seja 0, tal que, 8’ =
(u a1 oo b B o B o o Yes ) Entao
as fungoes paramétricas do tipo

k s k s
Zciai7 chﬁj, chij'yija ete,
i=1 j i=1 j=1
sao denominadas contrastes se, e somente se,
k s k s
SUES ST 9 AR
i=1 j=1 i=1 j=1
Assim, sdo exemplos de contrastes:
!/ !/ ]' !/
)\10:7'1—7'2, )\20:T1—§(7'2+T3)7 )\30:351—52—53—/64, etc.
Observagoes:

(a) Os contrastes formam um subconjunto das fungdes estimdaveis, sendo por-
tanto, estimdveis (caso particular onde ), ¢, = 0, no teorema da com-

binagao linear).
(b) Sendo X' estimével, entao
XNO=XN6° = N(X'X) X'y=3 A\,
3'n

22
N0 =XN(X'X)" Ao? =) Lo’
VINO] = X(X'X)" Ao "

%
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onde, r; é o nimero de repetigoes do tratamento i, sao invariantes para
! —

qualquer (X' X))~ .

Considerando-se um modelo com um fator inteiramente casualizado e a

inversa condicional mais simples, é facil chegar a esses resultados.

Exemplo 4.4.7: Seja a fungdo paramétrica

I
'n __ o _ 71 _ o
)\0— ( 0 2 1 1 ) T 27’1 T2 T3,

73

Entao, -

NO=X0°=2y, — 9o — 73 = —8,0.
€
— 2 2 1 2 1 2 5
VING = XN(X'X) Ao? = %+ ( 3) L 3) o2 = 2,2

4.5.3 Usando as Equacoes Normais

Dado o sistema de equacoes normais X' X6 = X'y, entdo X' é estimével
se, e somente se, puder ser obtida como combinacgao linear dos componentes de
X' X0 (lado esquerdo do S.E.N.). Em caso afirmativo, seu BLUE ser4 dado pela
mesma combinagdo linear dos componentes de X'y (lado direito do S.E.N.).

No exemplo em questao, temos

10 4 3 3 m 64
4 40 0 n | | 16
3.0 30 | T 21
300 3 T3 27

Seja a funcao paramétrica

w 2
1 T 1 T
'n o _ - 1 - 1
ANO =1 —1 4(4400) ™ 3(3030) ™
T3 T3
Portanto,
1 1
T1L — T = 1(16) — *(21) = —3,0
Se considerarmos
I
1 T1
N = =—(3 0 0 3
/~L+7-3 3 ( ) T ;

73



104 Luna, J. G. & EsTEVES, E. M.

teremos 1

pE =521 =9,0=14s.

4.5.4 Um Teste Alternativo

J4 vimos que X0 estimdvel = Ja : X'a = A = X = a’'X. Pés-
multiplicando por H = (X'X)~(X'X), temos

NH = o/X(X'X) (X'X)=d[X(X'X) XX
dPX =dXX X=dX=\.

Em outras palavras, se X'@ é estiméavel, entdo N H = X'.

No exemplo em questdo, seja A0 = 71 — 7o, j4 sabidamente estimdvel e seja
)\/20 =T1 +7’2 +T3.

Tomando duas matrizes H, isto é,

00 00 1 0 0 1

1 1 0 0 01 0 -1
H, = e Hy= ’

1 0 1 0 0 01 -1

1 0 01 0 0 0 0

podemos verificar que:
N H;, =X Hy = X}, pois 71 — 72 é estimdvel.
e que
Ao H 1 # Xy e A\yHo # Xy, pois 71 + T2 + 73 ndo é estimavel.

4.5.5 Equagoes Normais Reduzidas e Estimagao
de Subconjuntos de Parametros

Nesta se¢ao apresentaremos algumas idéias acerca de equagoes normais re-
duzidas, as quais sao de grande utilidade para o estudo de modelos mais parametriza-
dos que o inteiramente casualizado com um fator.

Consideremos o modelo y = X80 + e (G.M.) e as partigdes:

X:<X1 XQ) € 01:(01 02)
Entao podemos escrever
0,

y:(X1 XQ) 9 +e=X101+ X20>+e€
2
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e o sistema de equacdes normais, X' X0 = X'y, fica:
X/le X/lXQ 01 /l’y

X5X, X5X, 0 X5y

ou
X'1X10, + X 1X20, =Xy (I)

X;X101 + XIQXQBQ = Xlzy (II)
Para encontrar o sistema de equagoes normais reduzidas de 05 eliminado 61,
procedemos como segue.
Pré- multiplicando (I) por X5X f/, vem
X, X' X)X10, + X,X X! X060, = X)X Xy =
XoX 1 XTX10,+ XXX X00, = XX, X[y —
X5X10, + X5P 1 X020, = X5P1y, (I1)

onde P; = X1 X| = X (XX )~ X/ é o projetor ortogonal de y em C(X).
Subtraindo-se (III) de (II), temos:

X,2X101 —|—X/2X292 = XIQy

7X/2X101 — X/2P1X202 = 7X/2P1y

XIQ(I— Pl)XQGQ = XIQ(I— Pl)y

que é o sistema de equacoes normais reduzidas para 65 eliminado 6.
Para o exemplo que temos considerado nas segoes anteriores, podemos ter:

K 1
X:<X1 : X2>’ O0=| --- |,ondeTr=| T
T T3

Assim sendo, o modelo linear e o S.E.N.R. para 7 eliminado y, ficam:

8 —4 —4 5] 3 —32
y=Xu+Xor+e e 0 —4 7T =3 To :1—0 6 |,
-4 -3 7 T3 26

respectivamente.

Uma solugao de minimos quadrados para 7 é dada por:

70 = [X5(I - P1)Xs]” X4(I — Py)y
L [0 00 —32 0
= — (o7 3 6 | = 3
W0\ g 3 7 2 5
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Observagoes:
(a) Sendo (I — P;) = (I — X;X7) idempotente, podemos escrever
X/Q(I — Pl)(I — P1)X202 = X/2(I - Pl)y

Fazendo W = (I — P1)X, teremos W Wr=W'y que tem as carac-
teristicas das equagoes normais, sendo portanto consistente.

(b) Note que X5(I—P1)X 5 tem dimensdes menores que X’ X. Para o exemplo
em questao a redugao das dimengoes é pequena, porém em modelos mais
parametrizados esta é bastante significativa, facilitando sobremaneira a
obtencao das solugoes. De modo andlogo, no estudo de estimabilidade e
na obtengao dos BLUE'’s e suas variancias. Observe que, num modelo
mais parametrizado, A" de X8, fica reduzida a A*’ de A*'6, onde X é do

tipo:
X:(es’ D SR (R Q,/).
No exemplo em questio, temos A = ( D )
Teorema 4.6.1: Uma funcio linear paramétrica A*'8 é estimavel no modelo

linear de Gauss-Markov y = X107 + X205 + e se, e somente se, A* €
CIX5(I - Py)).

Prova: Tomando as EN.A. X' X p = A e uma funcio paramétrica \'6.

. . . ! .
SejamX:(Xl:Xz),p’:<p1:p2)e)\:(¢/:)\*’>.
Entao, o sistema de equagbes normais associados fica:

X1X1py + X1 Xopy =0 (I)
X5X1py + X5 Xopy = X" (I1)
Pré-multiplicando (I) por X5 X7 e subtraindo de (II), encontramos
X,(I — P1)Xap; =\,
que, por resultados discutidos anteriormente, é a prova do teorema.

Teorema 4.6.2: Se A*'0, ¢ estimdvel no modelo y = X160, + X205+e€ (G.M.),
entao seu BLUE pode ser obtido por:

X705 = X*'63.
invariante, V 5 solugdo das E.N.A. Além disso,

VIAY05) = X[ XL(I — P1) X 5]~ A o2

A prova do teorema é semelhante a do item anterior.
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s . . ~ . T 12 12
Exercicio 4.6.2 Sejam as funcoes lineares paramétricas A10 = 71 — 12 e A0 =
211 — Ty — T3, ja estudadas anteriormente, para as quais tivemos:

Xi6=-30 ¢ VO = o

= <= 5
A0 =80 e V[)\’QO]ZgoQ.

No caso presente, temos:

— 0
A'e=x70°=(1 -1 0)[ 3 | =-3,0
5
e
VIATO] = X[X5(I — P1)X3)Ajo?
1 000 1
= —(1 -1 0)|l07 3 ~1 |o?
12
037 0
_ e
12
. 0
Ao=x'°=(2 -1 -1)| 3 | =-8,0
5
[§]
VIASO] = A[X5(T — P1)Xo]As0”
1 000 2
= (2 -1 -1)lo073 -1 |o?
03 7 ~1
5
= 50'2.

4.6 A Analise de Variancia

Vimos anteriormente que y pode ser decomposto na soma de dois vetores de
espagos ortogonais, ou seja, y = ¢ + &. Assim, temos

lyll* = ll* + lle]* = 1 X6°)1* + [ly — X6°|*.

Usando a definicao da norma euclideana e lembrando que o sistema de
equacoes normais é dado por X' X0° = X'y, vem

Yy=0"X'y+ (y'y—0"X'y)
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cujos termos sdo definidos respectivamente como: Soma de quadrados total,
Soma de quadrados dos pardmetros e Soma de quadrados dos residuos. Ou

melhor,

SQTotal = SQPar. + SQRes.

Para o exemplo que estamos considerando, temos

SQTotal = y'y = > y7; = (5,0)* + (4,0)% + -+ + (10,0)* = 460,0,
4,7

64
16
21
27

SQPar.=0"X'y=(0 4 7 9) = 454,0

SQRes. = SQTotal — SQPar. = 460,0 — 454,0 = 6, 0.

As formas quadraticas correspondentes ficam facilmente identificadas quando
substituimos 8° por (X'X)~X'y. Ou seja,

vy = 0“X'y+(yy-0"X'y)
= YX(X'X) X'y+(yy-yX(X'X) X'y).

Portanto,
y'Iy =y Py + (y'Iy — y' Py)
ou ainda,
y'Iy =y Py+y'(I - Py,

onde P é o projetor ortogonal de y em C(X), o subespago dos parametros e
(I — P) é o projetor ortogonal de y no espago ortogonal ao espaco coluna de
X, C+(X), o espaco dos residuos.

Na pratica, nao calculamos as somas de quadrados através dos projetores.

Pois, quando trabalhamos com grandes massas de dados ¢é inpraticavel a sua

utilizagao.

Exercicio 4.6.1: Utilizando os dados do exemplo em questao, temos:

SQPar. =y' Py =vy'P'Py =14y
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Mas,

N
N
N
N

=
=
=
=

INGTE
INGTE
NG
=
o
o
o
o
o
o

INGTE
INGTE
INGTE
NG
o
o
o
o
o
o

W= W=
W= W=
W= Wl
0 © ~J 00 O = Wik WL

W=
W=
W=
O © © T = =

W=

W=

W=
—_
jan}

W=
W=
W=

Wl
Wl
Wl

Assim,

SQPar. 'y

<

Yy Py=y'y=

(5 43468798 10) = 454, 0,

© © © = =T =T R s

SQRes =y'(I - P)y=vy'(I - P)/(I - P)y =é&'e.
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3111 900 0 0 00 1
L3 1.1 9 0 0 0 0 0 0
L1319 0 0 0 0 0 5 -1
L1 13 9 0 0 0 0 0 g 0

B 00 00 2-%-2 0 0 0 é N

B 000 0-2 2-1 00 0 ? - 1

00 0 0-3-% 2 0 0 0 g 0
000 000O0TGO0 2-1_1 0 0
000000 0-1 21 -1
000000 0-%-12 1

Portanto,
SQRes. =y'(I - P)y =&&=6,0

Observe que na segao 4.3.3, Tabela 4.1 a varidncia da amostra que recebeu
o tratamento i, (i=1,2,3), foi obtida a partir da expressdo:

2 1 2 (Zg yl])2
= Yij — — |’
i

e, desse modo, sob (G.M.)

Deve ser observado também que P e (I — P) sdo idempotentes. Isto é,
PP=Pe(I—-P)I-P)=(I—-P). Além disso, que as formas quadréticas
y' Py e y' (I — P)y sao independentes. Pois, P(I — P) = Q.

Definigao 4.6.1: Graus de Liberdade - O nimero de graus de liberdade de
uma soma de quadrados é dado pelo posto da matriz nicleo da forma
quadrética correspondente.

Assim, para o exemplo que estamos considerando, temos:
SQTotal = y' Iy = ¢.1.[SQTotal] = r[I,] = r[I;q)] = 10,

SQPar. = y' Py = g.1l.[SQPar.] = r[P] = r[ X X 1] = r[X] = 3,
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SQRes. =y'(I — P)y = ¢g.l.[SQRes.| =r[I — Pl =r[I|-r[P]=T7.

De acordo com o que estudamos no capitulo das formas quadraticas, tem-se

que:

. SQPar._y/Py ~ 2
o2 - 52 X[T(X), ﬁelx/xer

pois, 0’ X'PX6 =0'X'XX"X60 =6'X'X6.
SQRes. _ Y'd-Pyy

2
™ X=X
uma vez que 8'X'(I — P)X0=60'X'X0 -0 X'XX"X60=0.

Os parametros envolvidos no modelo considerado, resumem-se em média e

tratamento. Assim sendo, temos:
SQPar. = SQMédia + SQTrat.

Em geral, estamos interessados nos efeitos dos tratamentos. Dessa forma,
podemos tomar
SQTrat. = y' (P — Py)y,

onde,

_ 1 1
P, =X(X|X,) X = EXIXS = EE(n)a

onde E(,) ¢ uma matriz quadrada de ordem n com todos seus elementos iguias
a um.
Portanto,

2
s 10 / 1, [Z” yz‘g} y>
SQMédia =y'Piy= -y Ey=+—"-"4 2. _(C
n n n
Onde, C' é conhecido como fator de corre¢do ou soma de quadrados da média.

Assim sendo, definimos a soma de quadrados de tratamento como:
SQTrat. =y (P — Py)y = y' Py — y' Py = SQPar. — C.

Além disso, pode ser verificado que
2
SQTrat. =y (P = Py =Y ri(5i —3.) = Y 2= C.

Considerando-se os dados do exemplo, temos:
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o O=L =0 _yp96e

o SQTrat. =3 U 0= 09 L U7 L G 4996 — 44,4.

i=1 r;

Observe que (P — P;) é simétrica e idempotente, e entdo,
r[(P—Py)]=Tr[(P—Py)=Tr[P]-Tr[P;] =r[X] -1
Desse modo,

e SQTrat. =y (P — P1)y = ¢.l.[SQTrat.] = r[X] — 1 e segue que,
SQTrat _ y’(szPl)y

[ ]
o2

~ v2
X[T(X)—l;zc%2 im(n—?)z]'

Pois, mostra-se que

X' (P—-P)X0= Z”(ﬂi —p)? = ZW(T@ — )2

7 [
Assim, nos delineamento inteiramente casualizados, onde sao considerados
apenas tratamentos, a hipétese natuaral a ser formulada é:
Ho;lulqu:...:Iuk:,u
Assim, sob Hy,

SQTrat. y'(P— Py)y 9
2 = 2 ~ Xr(x)-1)-

g g

Observe que no modelo de Gauss Markov, sob qualquer hipétese, S’QU#
segue distribui¢do de qui-quadrado central com n — r(X) graus de liberdade e
sob Hy, Sinzmt tem distribuigao de qui-quadrado central com (X ) — 1 graus
de liberdade. Além de serem independentes. Pois, pode-se verificar que (I —
P)(P—-P,)=0.

Por outro lado, os valores esperados das somas dos quadrados sao:

E[SQRes.| = E[y'(I-P)y]=Tr[(I—P)lo’>+6'X'(I-P)X0
= [TL - T(X)]027
E[SQTrat] = E[y' (P —Py)y]=Tr[(P - P))o*>+6'X'(P - P)X0

= [r(X)—1]0” + Zri(ui - p)?

e os respectivos valores esperados dos quadrados médios sao:

E[QM Res.] = % = g2
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E[QMTrat] = W = 0%+ W = o+ f(r), f(r) > 0.

2

)

Note que o quadrado médio do residuo é um estimador nao viciado para o
fato que ja era esperado sob as condigoes de Gauss-Markov.

Resta verificar se, ao nivel de significancia « especificado, a hipétese Hy é
rejeitada ou nao, com base nas informacoes contidas nos dados da amostra.

Obviamente, se p1 = pg = -+ = g = i, entao
2
Entao, no contexto de variaveis aleatérias, podemos obter uma regra para
verificar se % ¢ significativamente diferente de 1. Ou seja, se p; € signi-
ficativamente diferente de p, usando os dados amostrais.
Entao, segue que,
/
() DR VP e
e, sob Hy,
SQTrat. = [r(X) — 1] QM;’"“' _Y(P 0_2P1)y ~ Xfx)-1]-
Portanto,
[r(X)—1]QMTrat.
. r(X)—1]o2 _ QMTrat.
T nr(X)jQMRes.  QMRes. = MX)-linmr(X)

[n—r(X)]o?

Dessa forma, se QMTrat. for muito maior que QM Res., o valor de F serd
muito maior que 1, ”tao maior” que ultrapassard o valor critico da distribuigaio
Fiy;0,., ) (valores que jé se encontram tabelado a um dado nivel « de sig-
nificAncia), localizando-se na regiao de rejeigao de Hy. Esse fato ocorre conforme
ilustra as Figuras 4.3 e 77.

Para o exemplo que estamos considerando, encontramos os seguintes resul-
tados para andlise de variancia:

Observe que
QMTrat. 22,2000

QMRes.  0,8571
Os valores criticos da distribuicao F com 2 e 7 graus de liberdade e niveis de

F =

= 25,90.

significancia a = 0,05 e o = 0,01 sdo respectivamente Flp 7 0,055 = 4,74 e
Fi2,7,0,011 = 9, 55.

Como F = 25,90 > Fj3 7,0,01) = 9,55, rejeitamos Hy e concluimos que os
efeitos médios dos tratamentos nao sao iguis.
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Figura 4.2: Gréfico da Distribuicao F: Regiao de Aceitagdo e Regiao de
Rejeigao de Hy; Valores criticos de F quando o« = 0,05 e o = 0,01

Tabela 4.2: Anilise de variancia

F. Variacgao GL SQ QM F
Média r(X1)=1 409,60

Tratamento r(X)—1=2 44,40 22,2000 25,90**
Parametros r(X)=3 454,00

Residuo n—r(X)= 6,00 s%=0,8571

Total n =10 460,00

4.6.1 Soma de Quadrados da Hipétese H,: B'0 = ¢

Este assunto é bastante amplo e nesta seqiiéncia estudaremos o caso mais
simples. Os interessados que desejarem aprofundar-se poderao encontrar su-
porte tedrico em RAO (1945-1965), SCHEFFE (1959), SEARLE (1966), SEARLE
(1971-1984), dentre outros.

Partiremos do principio de que somente hipdteses baseadas em fungoes pa-
ramétricas estimaveis sao testaveis. Neste sentido, estaremos interessados em
testar apenas hipdteses do tipo Hy : B’ = @, onde B’ é estimavel e B’ tem
posto linha completo.

Sabemos do Modelo Linear de Gauss-Markov, que y ~ N,(X80, Io?) e

entao,

—

NG ~ NN, N(X'X) Xo?)
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e que

B'6 ~ N, g (B'6, B(X'X) Bo?)

Sabemos que B’ (X' X))~ B é positiva definida e, portanto, nio singular, pois
B’ tem posto linha completo. Seja A ndo singular, tal que,

[B'(X'X) B] '=A'A=— B'(X'X) B=A""A"".

e seja a forma quadratica Q'Q, onde

Entao,

E[Q) = LE[AB'9 — AB'6] = ©

VQl = LAV[BIA = LAA AT A2 = I

Segue que,
Q'Q ~ X}m)
Isto é,
B'0— B'0)[B'(X'X)-B|-'(B'60— B0
oo V1B X B )

Sabemos que

1
SQRes. =y (I - P)y e ;y’(f— Py ~ X[anr(X)]'

Além disso,
QQ e y(I-Py

sao independentes, pois,
(I - P)B'(X'X)"B|"'=0.

Portanto,

Q'Q/r(B)
F= “OMRes. ™ Fir®); n—rx))-

Definicao 4.6.2: - Soma de Quadrados dE\Hipo/tese - A forma quadrética do
tipo (B'0 — B'9)'|[B'(X'X)~B|~'(B'0 — B'9) ¢ definida como soma de
quadrados devida a hipétese H, : B'8 = ¢. Como estamos interessados
nas hipéteses do tipo H, : B'0 = @, entdo

— —

SQH, = (B'0)[B'(X'X)"B]"*(B'6)
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Exercicio 4.6.3: Retomando o exemplo que estamos considerando, queremos
testar a hipétese Hy : 1 = po = 3 = 0.

Entao,
I
1 1.0 0 - M+ T 1 0
H,-Bo=[1 01 0 Tl = p+mn |= =0
1 0 0 1 2 u+7'3 U3 0
73
Nesse caso,
- 1100 2 4
Bo=B6¢=|1 01 0 7 | = 7
1 0 0 1 9
9
e
oo (D[
B (X'X)"B = 1010 4
10 0 1 00 35 0 01 0
0 0 0 % 0 0 1
100
= 0 % 0
0 0 3
Dessa forma, temos
4 0 0 4
SQH0:(479)030 7
0 0 3 9
= 4(4)* +3(7)* + 3(9)* = 454,

que corresponde a soma de quadrados de parametros ja calculada anteriormente.
E facil ver que

SQH, = ri(p+m)" =Y 1.

Para testar a hipétese H, : u; = p, podemos tomar B’ constituida de
fungoes estimdveis de tratamentos (lembre-se de que 7; ndo é estimdvel).

Se tomarmos, por exemplo, B’ com k — 1 contrastes ortogonais, teremos a
vantagem de obter B’(X’X)~ B diagonal, resguardando o balanceamento.

No exemplo em questao, poderiamos tomar, a titulo de ilustragao, dois con-
trastes:
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a) Entre 6leos vegetais:
Hgl) D e = U3 <:>H£1) 1Ty = T3 <:>H(§1) —To + 713 =0,
b) Uréia vs dleos vegetais:
H(Sz) CH1 = %

<~ H(S2) : 2#1 = Uot+u3z <= H(()g) : —2T1+T2+T3 =0.

Obviamente, teremos

I
g (0 0 -1 1 no| —m2+73 )\ _ (0
HOBG(O -2 1 1> To (_27-1+7-2+T3)<0>.
73
Além disso,
0
= _ ipo [0 0 =11 4 2
so-so-(5 5 1)1 ]=(3)
9
e
B'(X'X)"B=
0 0 0 0 0 0
0 0 -1 1 0 1/4 0 0 0 —
0 -2 1 1 0o 0 1/3 0 -1 1
0 0 0 1/3 1 1
2/3 0
0 3/5
Portanto,
3/2 0 9
SQH, — (2 8) (8)
0 3/5
3002, 32
= 5(2) +5(8) =6,00+ 38,4 =44,4 = SQTrat.

Note que, de modo geral, se os contrastes envolvidos forem ortogonais entre
si, vamos ter:

22
B'(X'X)”B = Diag{a;;}, onde a;; = » =5, \; € A,
— T

No exemplo,
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2
a1l = 35— + 3~ =73,

= &2 —3
Qg2 = 3~ + 5+ 5= 3.

Podemos, entao, reorganizar as somas de quadrados na seguinte tabela:

Tabela 4.3: Decomposi¢ao da SQTrat. em somas de quadrados de contrastes
ortogonais de interesse.

F. Variagao GL SQ QM F
HY : g = pia 1 6,00 6,0000  7,00*
HY : py = tatis 1 38,40 38,4000 44,80"*
Tratamento (HS i py = o =ps =) 2 44,40 22,2000  25,90**
Residuo 76,00 s2=0,8571 ;
Total 9 50,40 - -

(x) Efeito significativo ao nivel de 5% de probabilidade.
(xx) Efeito significativo ao nivel de 1% de probabilidade.
Da tabela da distribuicao F', tem-se:
Fi1,7,0,05) = 9,59; Fl1.7;0,01) = 12,20 € Fl2.7,0,01) = 9,95.

Conclusao: A hipdtese Hél) foi rejeitada ao nivel de 5% de significincia pelo
teste F' enquanto que as hipdteses H£2) e H£3) foram rejeitadas ao nivel
de 1%.
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4.7 Estimacao por Intervalo

119

~ s I'n 2 ., .
Sabemos que se a funcao paramétrica A'0 é estimédvel no modelo linear de

Gauss-Markov Normal, entao
N0 ~ NN, N (X'X) Ac?).
Uma estimador para V[X;E] é obtido de

VNG = N (X'X)" As?,

onde s2 = QM Res.

Além disso, o teorema a seguir garante a indepedéncia entre X'9 e QM Res.

Teorema 4.6.3: Se '@ é estimavel no Modelo Linear de Gauss-Markov, entdo

X’B e y'(I — P)y sao independentes.

Prova: Sabemos que X' = p’ X'y. Além disso,

PX'(I-P) = pX'I-XX")=pX —pX'XX"
_ p/X/_p/X/(XX+)/:p/X/_p/X/X+’X/

_ p’Xl—p’XI:Q).

Portanto, A'0 e y'(I — P)y. sao independentes.

Por outo lado, seja

7 6o -0
N(X'X)~Ao?
Entao,
Bl7] = ! N6 — N0
N (X'X)~Ao?
e
1 e
V[Z] = —— VNG =1
A(X'X)"Ao?
Portanto,
!
Z = A0 — A9 ~ N(0, 1).
N (X'X)~Ao?
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Dessa forma,

Pr

—ta < o
2

TN (X'X) A2 ?

e intervalos com 100(1 — )% de confianca para A'8 podem ser obtidos

N0 — A6 ]
< =1-q,

por:

e ()\/9)[100(1,&)%] : [X;B + ta )\I(X/X)_)\SQ}

Exercicio 4.6.4: Encontre intervalos com 99% de confianga para as funcoes
paramétricas A\;'@ = —79 + T3 € Xo'O = =271 + 1o + T3.

Com base nos dados do exemplo considerado, temos que

0
MO=x'0"=(0 0 -1 1)| 1 |=2
9
€
0
ANO=200=(0 -2 1 1) ‘71 — 8,00,
9

e usando a tabela da distribuicao ¢-Student com 7 graus de liberdade e
a = 0,01 encontramos tg = 3, 50.

Por outro lado,
/ ! — 2 / / — ) 2
)\1 (X X) )\1 = g, AQ (X X) )\2 = g es = QMR@S. 20,8571.
Portanto,

2
30, 8571)] = [2,00 + 2, 65]

IC(—79 + 73)00%) © |2,00 £ 3,50

5

IC(=2m + 7+ 73)jgor = (8,00 3,504/ 5

(0, 8571)] = [8,00 + 4, 18]

Observe que o IC()\Q/B)[QQ%] nao contém o ponto zero, enquanto que o
IC()\l/O)[gg%] contém o ponto zero concordando com os resultados obtidos para
os testes das hipéteses desses contrastes na Tabela 4.3.
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4.8 Hipodteses Equivalentes

Para o melhor aproveitamento das vantagens que a SQH, oferece, é conve-
niente introduzirmos o conceito de Hipdteses Equivalentes. Note que na SQH,,
temos B’0, onde B’ é de posto linha completo, cujas linhas escolhidas podem

ser ortogonais.

Definigao 4.6.3: Sejam HY . Bo =ge H? . A0 = ¢, duas hipéteses
lineares testaveis. Dizemos que elas sao equivalentes se, e somente se,
existir uma matriz nao singular R, tal que RA' = B’.

Teorema 4.6.5: Se H(()l) e H(()Q) sao hipoteses equivalentes, entao suas regioes

criticas sao coincidentes.
Prova: Sejam as regioes:

(i) (B'0)[B'(X'X)”B]"'(B'0)

(i) (A'8)[A'(X'X)” A]"'(A'6).
Sendo B’ = RA' = B = AR/, entio, (i) fica:
(B'6)[B'(X'X)"B]"'(B'6) (RA'6)[RA'(X'X)"AR/|"*(RA'0)
= 0ARR V[A(X'X)"A"'R'RA'0
= (A'9)[A/(X'X)" A1 (A0).

Pois, sendo A de posto coluna completo, entdo A’ A é positiva definida e, por-
tanto, nao singular. Além disso, AAT =1TI.
Da definicao temos que RA’ = B’. Pés-multiplicando por A, vem

RA'A=B'A = R=DBAA'A)™",

que é uma regra para obtencao de R.
De fato,

RA'=B'A(A'A)"'A'=B'AA* =B'I=B"
Exercicio 4.6.5: Consideremos as seguintes hipdteses:
HY . A9 = (2. g _ B3 . g — @ . pg —
0" =g, H" :B'0=9¢, H”" :C0=¢, Hy' : D0 =g,

onde:
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7!
in_ (0 1 0 -1 Lo _ [ Tt T3 ).
AO_(O 1 -1 0) T2 _(’7'1—7'2 >7

T3

7’

'n 0 1 -1 0 T1 _ T1 — T2 .
BG_(O 0 1 —1) 7 _(Tz—m)’

73

7]

'n _ 0 0 1 -1 T1 _ Tg — T3 .
00_(0 2 -1 —1) To _(27'1—72—7'3 )7

73

7’

'n 1 0 1 0 1 o ,lL+7'1
D0—<0 10 1) T _(7173)
73

Inicialmente verifiquemos se Hél) e Hé4) sao hipdteses equivalentes.
Se H(gl) e Hé4) forem equivalentes entdo 3 Ry ndo singular, tal que Ry D' =
A’ onde

0 1
R, =ADDD)!=
44
Mas,
0 1 0 -1
R\D' = £ A
1 1 _1 _1
2 2 2 2

Dessa forma, H(gl) e H(()4) nao sao hipdteses equivalentes.
Por outro lado, HY e H(3), sao equivalentes. Pois, 3 Ry nao singular, tal
0 0
que R,C' = A’, onde

3 2
R,=A'Cc(C'C)! =
-4 3
Agora temos,
01 0 -1
R,C' = =A
01 -1 0

De modo andlogo, podemos verificar que Hél), HéQ) e Hés) sao hipdteses equi-

valentes entre si e nenhuma delas é equivalente a H(§4). De fato:



Luna, J. G. & EsTEVES, D. M. 123

(a) Em Hél) : A'0 =g,

7'1—7'3=0 T — T3
— — 71 = T = T3.
7-177'220 T1L = T2

(b) Em H® : B'0 = g,

T1—7'2:0 T = T2
— — T] = T9 = T3.
TQ—T3:O Tg = T3

(c) Em Hég) :C'0 = g,

7'2—7'320 To = T3 To = T3
= = = T1 =T2 = T¢
{27’1—7’2—7’3:0 {27‘1—27’220 {7’1:7'2 ! 2 3

Até agora s6 podemos testar hipétese sobre a igualdade entre efeitos de
tratamentos (auséncia de efeito diferencial). Como 7; nao é individualmente
estimavel no modelo em questdao, nao podemos testar hipdtese do tipo Hy :
7; = 0, Vi. Para que seja possivel testar esse tipo de hipdtese, adotaremos uma
restricdo paramétrica nao estimavel, do tipo >, 7; = 0. Nesse caso, ¢é facil ver
que acrescentando-se a equagao 71 + 72 + 73 = 0 a qualquer um dos trés pares de
equagoes acima, a hipotese comum fica: Hy : 7, = 0, V¢, mas isso serd assunto

para as proximas segoes.

4.9 Estimacao Por Regiao

Consideraremos aqui o problema relativo & construgao de regides de con-
fianca para um conjunto de p fungoes estiméveis linearmente independentes.
Para tanto, sejam pBIHE, esse conjunto, onde B’ tem posto linha completo.

Vimos que:

1 — o
Q= —(B'6 - B'0)([B'(X'X) B]"\(B'0 — B'0) ~ .,

se B’ tem posto linha completo.
: A o ] 2
Vimos também, que R = [n —r(X)]Z ~ X{,_.(x-
Desse modo, dada a independéncia entre Q e R, teremos

(B'6 — B'9)|B'(X'X) B|]"'(B'0 — B'6)
po?

~ F[p;n—T(X);Oé]’

onde, p = 7(B). Nesse contexto, podemos obter estimativas por regido, com
coeficiente de confianca 1 — a para B’6 estimével, delimitada pelo elipsoide:

(B'0 — B'0)[B'(X'X)"B|"Y(B'0 — B'0) < p6Flp—r(X):al-
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Exercicio 4.6.6: Tomando o exemplo considerado e admitindo que estamos
interessados em construir uma regido de confianca - RC, para o conjunto
~ . , . !
das funcoes estiméaveis: B'6, onde

B/O_ 0 0 -1 1 1 _ —T2+7’3 o \Ifl
Lo -2 11 |\ 2m4mt+r ) \ Uy )
T3

Admitindo a = 0,01, vamos ter:

(1) p2Fa.7.0.01 = (2)(0,8571)(9,55) = 16,3706. Além disso,

(i) [B(X'X)~B]~! = ( 3(/)2 3(/)5 ) ¢

(iii) B'6 = B'6° = ( ; )

Com estes resultados, a regiao de confianga RC' pode ser obtida por:

1 3/2 0 2,
2T, 8-V <1
16,3706( ' 2)( 0 3/5)(8\112)— ’
o 1,5 0,6
’ 2—,)? ’ — 0,2 <1
1673706( ) +1673706(8 2)” <
ou ainda,

92 Q)2
(W= (=8P |
10,9137 27,2843

Fazendo a translagao, vem

= ()=(78)

Temos que Q(x) = ' Az fornece a regiao delimitada pelo elipsoide (aqui, elipse,

p = 2) de centro (2, 8) e equagao

S
10,91 ' 27,28

Lembrando que a equagao tipica da elipse de centro C(h, k) e semi-eixos +a e +
b é dada por:

(U —h)? | (Wy—k)?
a? + b2

Entao, teremos para o nosso exemplo: a = £3,30 e b = £5,22. Assim, a Figura

=1.

4.3 mostra a regiao delimitada por essa elipse.
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Figura 4.3: Regido com coeficiente de confianca conjunta de 99% para B'0,
delimitada pela elipse de centro C(2; 8) e semi-eixos a = £3,30 e b = £5, 22

Observagoes:

e Note que a elipse nao contém a origem dos eixos, isto é nao contém o ponto
(0, 0), concordando com a rejeicao de Hy : 71 = 7o = 73 (ver ANOVA);

e De modo andlogo, o intervalo de confianca obtido para
3,82 < 271 + 19 + 73 < 12,18,

nao contém o ponto zero, enquanto que o intervalo de confianga obtido
para
—0,65 < —7m9 + 713 < 4,65

contém a origem. Estes resultados sao concordantes com os testes das
hipéteses correspondentes; Uréia vs Oleos Vegetais e Entre Oleos Vegetais,
apresentados na tabela da ANOVA;

e Na tabela da ANOVA a hipétese de igualdade entre efeitos dos dleos vege-
tais nao foi rejeitada ao nivel de significancia o = 0,01, fato concordante

com o grafico aqui apresentado;

e A regiao de confianca assim construida tem um coeficiente de confianga

conjunto de (1 — a).

Uma outra idéia é construir um retangulo de confian¢a usando os intervalos
de confianga individualmente. No entanto, tal retangulo nao preserva o coefi-

ciente de confianca conjunto (1 — ), mas sim:
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1. ¢=(1—a)? ( SEBER(1977), KIRK(1968), dentre outros),
2. ¢ =1—pa (SEBER(1977), dentre outros).
3. No nosso exemplo, ¢ = (1 —0,01)2~ 0,98 e ¢ =1 —2(0,01) = 0, 98.

4. Se a = 0,05, teriamos: ¢ = 0,90 em lugar de 0,95 e ¢/ = 0,90 em lugar de
0,95. E, assim por diante. Obviamente, o erro cresce conforme p cresce.

5. No exemplo em questdo, para fins didaticos, escolhemos fungoes (con-
trastes) ortogonais. Este fato, leva a B'(X’'X)~ B diagonal. Desse modo
nao ocorrem duplos produtos na equagao da elipse. Se as fungoes envolvi-
das na construcao da regiao de confianga nao forem ortogonais, a matriz
B'(X'X)~ B nio sera diagonal (a menos para funcoes do tipo u + 7,
nesse modelo), e portanto, ocorrerdao duplos produtos. Nesse contexto,
para obtencao da equagao tipica da elipse, torna-se necessaria uma trans-
formacao ortogonal. Neste sentido, hd muitas formas equivalentes para
se efetuar a rotagdo (transformacao ortogonal). Aqui, apresentamos uma
delas.

Seja a elipse:

px? + 2kxx0 + g3 = 5.
a eter tg20 = =, onde ¢ ¢ o angulo da rotacgao;
Ob tg 20 kaq de 0 é o angulo d a
etuar a transtormacao ortogonal y = P x, onde
b) Ef transf ca gonal P d
|l wn | cost —senb |
y_{yg]’ P_{Senﬂ 0059} ew—{xz].
Assim, teremos:
v1 | | cosf —send X1
yo | | senf cost) T
y1 = x1c080 — xosend
yo = x18end + xocosh

ou

Exercicio 4.6.7: Admitamos agora, que estamos interessados em construir a

e~ . ~ . , . /
regiao de confianca - RC, para o conjunto das fungoes estimaveis: B'6,

onde
W
p_ |0 =1 0 1]|7n|_[-nt+tm]|_[¥T
Bg_|:0 0 —]. ].:| T2 _|:—’7'2+7'3:|_|:\I/2 ’
T3

Admitindo a = 0,01, vamos ter:
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(i) p62Fa.7.001 = (2)(0,8571)(9,55) = 16,3706. Além disso,

(ii) [B'(X'X)"B] ! = [ _?:3 _éf } e

)

(iii) B'6 = B'6° = [ g }

Substituindo estes resultados, a regiao de confianga RC' fica:

2,4 —1,2 5— U,
[5—\111 2—\112]{_1,2 271}{2_\112}316,3706. (4.3)
. .~ ~ I \Ill ) . ~
Fazendo a substituigdo (translacao), @ = = na inequagao

To \IJQ -2
(4.3), obtem-se:

] [ 2 } < 16,3706 (4.4)

ou
2,41 — 2 x 1,2x129 + 2, 123 < 16, 3706.

Fazendo a transformacdo ortogonal (rotacdo de eixos), do tipo y = P'z,
onde P é uma matriz ortogonal obtida a partir dos autovetores normalizados
de A = [B'(X'X)"B]~!. Assim sendo, a matriz P ¢ tal que P’AP = A =
diag{A1, A2}

Para o nosso exemplo, encontramos:

p_ | 0.7497 0,6618 A [ 34594 0
= | —0,6618 0,7497 - 01,0407 |

Como dissemos anteriormente, a matriz P pode também ser obtida a partir de:

cos) —senb 2k
= { 0 0 } ,onde, tg20 = ——.
sen cos p—q
Para o nosso caso,
-2x1,2

1920 = = —8 = 20 = —82,875 = 0 = —41, 4375.

2,4—-2,1
Dessa forma, vamos ter:

3,4594 0 Hy1

[v1 w2 | 0 10407 | | v } < 16,3706 (4.5)

ou
3,4594y? 4+ 1,0407y3 < 16, 3706. (4.6)
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Dividindo ambos os membros por 16,3706 e colocando a inequagao (4.6) na
forma tipica da elipse, encontramos:

Y3 Vi .
(2,1755)2 ' (3,9663)2 =

Assim, a Figura 4.4 mostra a regiao delimitada por essa elipse.

Figura 4.4: Regido com coeficiente de confianca conjunta de 99% para B’6, de-
limitada pela elipse de centro C'(5; 2) e semi-eixos a = £2,1755 e b = £3, 9663

As estimativas por intervalo, com coeficientes de confianca de 99%, para as
funcdes paramétricas A\’ = —71 + 73 € X\’ = —7» + 73, foram obtidos do

seguinte modo:

0
)\/1’\0:>\1’0°:(0 -1 0 1) ;L =5
9
(§]
0
AO=200=(0 0 -1 1) ‘71 —2,
9
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e usando a tabela da distribuigao ¢-Student com 7 graus de liberdade e o = 0,01

encontramos tg = 3, 500.
Por outro lado,

7 2
(X' X)) = oL A (X' X)X = € s> = QM Res. = 0,8571.

7

5,00 + 3,504/ (0. 8571)] =[2,53; 7,47]
2

2,00 =+ 3,504/ 50, 8571)] = [-0,65:4,65].

Para testar as hip6teses marginais:

Portanto,

IC(—11 + 73)[99%) :

IC(=mo + 73)[99%] :

Hc(,l) A O=—-1+73=0 wvs ngl) A0 =T+ 75 #£0

H(SZ) A0 =—To+13=0 wvs H&Q):)\/QBZ —T9 4+ 713 # 0,

procedemos do seguinte modo:

Calculamos:
X;0 -0 5-0
N EY I
VAX'X) N8t [ c0,8571
e —_—
A0 —0 2-0
ty = /‘ = | = = 2-0 =1,528.
VARX'X) X [2 00,8571
A tabela t — Student nos fornece para 7 graus de liberdade ao nivel de
significancia (o = 0,01) o valor critico t[7 901} = 3,500. Isso indica que a

hipétese Hgl) foi rejeitada ao nivel de significancia o = 0,01 enquanto que a
hip6tese H£2) nao foi rejeitada.

Observe que o IC()\Q'H)[QQ%] contém o ponto zero, enquanto que o IC()\l/H)[gg%]
nao contém o ponto zero, concordando com os resultados obtidos para os testes
das hipoteses pelo teste t — Student. E bom lembrar que o teste t — Student
aplicado as duas hipdtese marginais nao preserva o nivel de significincia con-

junto.
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Lista de Exercicios # 5

Os valores observados de uma varidvel resposta num experimento inteiramente

5.1

5.2

5.3

5.4

5.5

5.6

5.7

5.8

5.9

casualizado foram os seguintes:

Tratamento Repetigoes Total | Média | Variancia
T; Ry Ry Rs Yi. Yi 52
Ty 4 3 2 9 3,00 1,00
Ty 3 4 5 12 4,00 1,00
T3 6 7 8 21 7,00 1,00
Geral - - - 42 4,67 -

Faca a analise de variancia usual.

Admitindo o modelo y = X0 + €, G.M. Normal, caracterizado por: y;; =
w41 +ej, (4,5 =1,2,3). Escreva o conjunto de equagOes relativas a

cada observagao.
Escreva o sistema de equacoes do item anterior na forma matricial.
Escreva o sistema de equagoes normais.

Determine:

(a) 07 =(X'X); Xy, (b) OSZ(X;X)EXy,
(c) 05=X"y, (d) 67=X"y.

Apresente quatro fungoes estiméveis neste modelo.

Verifique a estimabilidade das seguintes funcoes paramétricas associadas a
este modelo:
(a) ANO@=7 —m, (b) A0 = p+ 71,
(€) X530 =p, (d) Xy =3,
() A@=1+7+73 (f) AO=211—T2—T3.

Sendo A'8 = 71 — 75 uma funcdo estimavel, use a definicio de RA0(1945)
para determinar duas combinacoes lineares das observacoes, a'y, tal que,
E(a'y) = \|0.

No item anterior foram determinados dois estimadores imparciaias para
/ ) ~ . . . .« . /
A70. Seus valores numéricos sao duas estimativas imparciais de A} 0.
. ’ N .
(a) Determine agora o blue de A}0 e sua variancia;

(b) Comparﬂ()@) com V(aly) e V(aby) do item anterior e observe
que V(X[8) < min{V(aty), V(aby)}
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Na verdade, a igualdade s6 ocorrerd se o valor numérico da combinagao
linear escolhida coincidir com o blue.

5.10 Determine o blue de cada fungao paramétrica estimavel do item 5.7 e suas
respectivas variancias estimadas.

5.11 Para cada funcao paramétrica do item 5.7, determine /\;00, (j=1,2,---,7)
e verifique a invaridncia de X'0° para as funcdes estiméveis e a total in-
consisténcia de X'8° para as funcdes ndo estimaveis.

5.12 Para cada fungdo paramétrica do item 5.7, calcule )\;-(X’X)’)\j, (j =
1,2,---,7).

5.13 Através da regra prética de estimabilidade (lados esquerdo e direito das
E.N.) determine p + 7.

5.14 Calcule:
(a) SQTotal = y'y,
(b) SQPar. =y Py =6° X"y, ¥V0°, solucio das E.N.
c) SQRes. =y'(I — P)y =y'y — 0°' X'y, V6°, solucao das E.N.
(c) (] y=9'y Yy ¢
(d) SQRes.=3;(r; — 1)s7, (e) SQTrat. = y'(P — P1)y,
(f) C =y Py, (g) SQTrat =0°'X'y — C,
Obs.: X = ( X, X, ) e P =X, (X, X)X,

5.15 Verifique que:

(a) P e (I — P) sao simétricas e idempotentes,

(b) SQPar e SQRes sdo independentes.

5.16 Dé as distribuigoes das formas quadréticas relativas a:

(a) Sngar7 (b) SQT;rat (C) Snges.
5.17 Encontre:
(a) E[QMTrat], (b) E[QM Res].

5.18 Com relagao ao item anterior, qual a hipdtese natural a ser testada?

5.19 Preencha a tabela a seguir:
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F. Variagao GL SQ QM F
Média r[P1] = yPiy=
— - "np — _ y@P-Pyy _
Tratamentos r[P— Pi]= ¢ (P—-P1)y= T[P7F/,1] =
Parametros r[P] = y' Py = yT[I; i’J —
7 ’ I_P
Residuo rlI — P = y' (I — Py = % —

Total r[I] = y'Iy=

5.20 Encontre estimativas por ponto (blue) e por intervalo (o = 0,05) para as

fungbes paramétricas:
(a) X1 =71 — 7, (b) X360 =7 — 73,

(€) A50 = p+ 71, (d) Nj0 = pu+ 7.

5.21 Determine as regides de confianga (o = 0.05), para:

FA T
(a) B{6,onde B} = | - |,
A/
2
Y
(b) B%6,onde B, = | ---
!
L A

5.22 Construa as elipses do item 5.21.

5.23 Usando SQH,, teste as hipdteses:
(a) H((,l) =1 e (b) HC(,Q) DTy = T3.

Comente esses resultados comparando com os intervalos obtidos no item
5.20 (a e b).

5.24 Usando SQH,, faga a particio da SQT'rat, na soma de quadrados dos
contrastes ortogonais: )\’10 =T3—T1 € )\’20 =71 — 279 + 73. Sugestao: Use
Al
B =1 ...
A)

5.25 Construa o elipsoide de confianga (o = 0.01) para as fungoes paramétricas
do item 5.24.
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5.26 Preencha a tabela a seguir:

F. Variacao GL SQ QM F
Média r[P] = y'Pry=
g = r[A1] =
H§2) . 7—1-57—3 =7y r[Ag] =
Tratamentos rlP—Pi|= vy'(P-P)y= % —

r —41
Parametros r[P] = y' Py = %/[P? _
Residuo rlI — P] = y' (I - Py = % —
Total rlI] = YTy =

5.27 Verifique se as hipdteses Hél) e H((,Z)7 a seguir, sao equivalentes:

HY :B6=0 e H? :BLO =@, onde,

5.28 Construa algebricamente e graficamente a regiao de confianga (o = 0.05)

para a colecao de fungoes estiméveis:

pATL T, pt T
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4.10 Testes de Hipoteses

(i) Baseadas em Intervalos ou Regioes de Confianca
(ii) Testes Diretos

(iii) Teste da Razao de Verossimilhanca

4.10.1 Introducgao

. / . ~ s . .
Seja ,B'01 um conjunto de funcoes paramétricas estimaveis linearmente
independentes. Isto é r(B) = p, e seja 0 modelo linear normal de Gauss-Markov,

no qual queremos testar as seguintes hipdteses:
H,: B0=0 VS H, : Bo+0.
Observagoes:

(i) Comentérios importantes sobre espacos vetoriais e hipéteses do tipo B'0 =
@, podem ser vistos em GRAYBILL de Matrizes (pag. 91 e 92);

(ii) Comentérios sobre casos particulares da hip6tese linear geral citada, podem
ser encontrados em SEARLE (Linear Model, pag. 110).

4.10.2 Testes de Hip6teses Baseados em Intervalos e Regioes
de Confianga

Ja sabemos que a regiao de confianga para um conjunto de fungoes estimaveis
linearmente independentes, ao nivel de confianga (1 — «), é dado por:

—

(B'60 — B'60)'[B'(X'X)""B]""(B'6 — BO) < p6*Fi.(B), n—r(X), (1-0)]
e que, sob H, : B'0 = 0,

(B'0)[B'(X'X)"'B|"'(B'0)
(B3 ~ Fir(B) .n—r(x).0]

Assim, a regido de aceitacio de H, : B'8 = (3, ao nivel de significincia a, é
dada por:

(B'6)[B'(X'X) " B]"\(B'0) < (B)6*Fy() ,nrx)a
e a regido de rejeicio de H, : B'8 = (3, ao nivel de significincia a, é:

—

(B'6)[B'(X'X)"'B|"(B'0) > r(B)5> Fiu(B) . ner(X) . a]-
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Isto é, rejeita-se H, : B'@ = (), ao nivel de significincia « se, e somente se, o
elipséide ndo contém o ponto B’8 = @ (Scheffé, pg. 31). Em particular, onde

r(B) = 1, rejeita-se H, se, e somente se,

Bi & IC(Bi)-q
ou se, e somente se,
Bi & M@ £ta\/XN(X'X)"\;s2
Exercicio 4.10.2.1 Elaborar posteriormente.

4.10.3 Teste Direto

Antes de abordar esse tipo de teste deveremos estudar:
(i) Restricao Pramétrica;
(ii) Hipéteses Equivalentes.

Por falta desse embasamento tedrico deixaremos para outra oportunidade o

estudo desse tipo de teste.

4.10.4 O Teste da Razao de Verossimilhanga

Consideremos um conjunto de funcdes estimaveis B’6, linearmente indepen-
dentes, e o problema de testar no Modelo Linear de Gauss-Markov:

H,: Bo=0
H,:B0+#0

Se designarmos por {2 o espaco dos parametros e por 2, o espago dos
parametros restritos & B’6, sob G.M.N., podemos obter as funcdes de verossim-

ilhanga:
(i) Sob ©
1 -X0)(y— X0
e, o 0) = o B {_<y )y >}
(i) Sob £,
1 — XBO ! - Xeo
fle 0%, 00) = oo { - (=X = XEe)



