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Historia

» Francis Galton (1822 - 1911) era primo ‘
de Charles Darwin e tinha
competéncias em medicina e
matematica.

> Galton era fascinado pela biometria
humana e herdabilidade.

» Inventou a indentificagdo pela
impressao digital.

» Estudou dados de altura dos pais e
filhos adultos (1886). i

> “Law of universal regression”.

» Altura do filhos regrediam para a
média.

» Com ajuda de Karl Pearson, ajustou a
reta.

> A técnica recebeu o0 nome regressao.
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Figura 1: A regressado para a média de Galton.



Motivagao

» Estudar a associagdo entre uma varidvel y e um conjunto de variaveis x;, i > 1.

» Fazer a previsdo de y.
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Localizacao,
Acessos,
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Entornos
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Jardim

Figura 2: Representacdo das varidveis relacionadas com o valor de venda de um imével.



Horas de . Escolaridade,
estudo, Rendimento renda e

Esportes, escolar participagao
Masica dos pais

Figura 3: Representacao das varidveis relacionadas com o rendimento escolar de uma crianga.



Mais exemplos

» Tempo de uma substancia no sangue:
» Concentragdo aplicada;
» Paciente (idade, sexo, pressao, habitos).
» Produtividade de um pomar:
> Fertilizante (dose, tipo, frequéncia);
Preparo do solo;
Manejo de pragas e doengas;
Poda e tratos culturais;
Irrigacao;
Clima.
» Desempenho de time de futebol:

vyvYyVvVYVvYyy

Quantidade, intensidade e qualidade de treino;
Nutri¢do e preparo fisico dos jogadores;
Entrozamento entre jogadores;

Estratégia de jogo;

Experiéncia dos jogadores e equipe;

Condicao do gramado;

Apoio da torcida.
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Forma genérica

Figura 4: Representacdo esquematica genérica de um modelo de regressdo.



Organizagdo do modelo de regressao

Distribuigédo
Normal, Beta,
Poisson, Binomial,
Tweedie, Simplex,

[Yx]

@ @
Q(Ylx) =n(x,

0)
Quantidade
Meédia, quantil, <@J Pardmetros
variancia, parametro, L. . P
o Empiricos, interpretaveis.
Funcéo .
Linear, ndo linear, Preditoras
polindmial, suavizadora, Qualitativas e quantitativas.

Figura 5: Representacdo esquematica da constru¢ao de um modelo de regresséo.



Regressdo Linear Simples

=n(x,0)
[Y|x] ~ Normal(,

Q(Ylx)
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Regressdao Nao Linear
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Regressao Binomial
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Regressdao Poisson

exp{6y + 01x}
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Regressao Nao Linear com Variancia Nao Constante

[Y|x] ~ Normal(y, o)

( { Q(Ylx) =n(x,0)

E(Y|x)




Regressao Linear com Efeito Aleatério

Q(lel ai) = T](X/ 9/ ai.)

Bo + B1x

(

Bo+ ai) + Bix

[ai] ~Normal(0,04)
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Especificacao

> Regressdo linear simples

Resposta ou varidvel Preditora ou varidvel

dependente [y] independente [x]
Y=00+Pix+¢€

Erro aleatério [y]
Intercepto [y] E(e) =0,
V(e) = o?

Taxa [yx 1]
» E(Y[x) = Bo + Bix.
» V(Yx) = V(e) = o2



y: resposta
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Especificacao

> Regressdo linear mdltipla

Preditoras ou variaveis
independentes

Resposta ou varidvel ﬁ%
dependente \
Erro aleat6rio
Intercepto <—/ E(e) =0,
V(e) = o?

> E(Y|X«‘L/“L:1,...,k):[30+[31X1+BZX2+.+[3ka‘
» V(Yxi,i=1,...,k) = V(e) = o2



Representacdo matricial

Y =Bo+PBix1 + PBaxa+ -+ Prxk + €

Y=XB+e
Y1 1 X11 ... X1k BO €1
Y, 1 X1 ... Xok 1 €2
= -
Yn 1 Xnl --- Xnk [-)’k €n
nx1 nxp px1 nxl1

(p=k+1)



Estimacao

» Critério de minimos quadrados
(ordinérios)

(yi —x{ B)?

hE

SSE(B) =
1

,...
Il
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» Estimador

B = argmin SSE(P)
peRrRP

_ (XTx)fley

y—XB)" (y—XB) = Iy — XBl|

SSE(Bo, B1)

Figura 6: A superficie e minimos quadrados.



Geometria dos minimos quadrados

» Otimizar:

SSE(B) = (y —XB) " (y — XB) 2
=y'y—2"XTy+p X XB. N
» Resolver o sistema: g_ =Xp

0SSE .

—— =0-2X"y+2X'Xp =0

opT c)
XX =Xy

Figura 7: A interpretagdo geométrica do
problema de minimos quadrados.

B=X"X)"XTy.
> B estd no minimo de SSE pois

92SSE
OBIpT

é uma matriz positiva definida.

=XTX
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Estimacao baseada na verossimilhanca

densidade




» Se Y ~ Normal(p = XB, 0 = 0?), entdo a log-verossimilhanca é

(y—XB) " (y—XB)
202 ’

(B, o) = —% log(2m) — glog(az) — (@)

» Os estimadores correspondem ao maximo da 11(8),0 = (B,02) 7,

ol(e) A (xTy1—1xT ~2 _ OoF
W‘O’ B=(X"X)"XTy, oZ_n. )



Medidas de ajuste

SSE(B) Iy — 9l
» RZ=1— =1- .
SSE(Bo) Iy —gll
n—1
n
» PRESS = Z(y —9i(_1))?, menor é melhor;

i-1
» Log-verossimilhanga (maior é melhor)

Clly— XB|
262

__n _n )
= 5 log(2m) > log(6°) ~
- —% log(271) — glog(SSE/n) - % 62 = SSE/n = [y — XBI/n.

v

AIC =2(p + 1) — 211, menor é melhor;
BIC =log(n)(p + 1) — 211, menor é melhor;

v



Medidas de diagnostico e influéncia
» Matriz de projegdo
9=Hy, H=XX"X)"'XT,

H é simétrica e indepotente. O posto de H é tr(H) = p.

» Alavancagem (leverage)
hi = Hii
h = diag(H).
» Residuos ordinarios, V(&) = o?(I — H),
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» Residuos padronizados (ou internamente studentizados),

. e éi
YUos(e) 6y1I—hy

» Residuos studentizados (ou externamente studentizados),

A A

o= €i o €i
Yos(eyy)  6vI—hg
n—plo? - &
n—p)é6-— =
6%, = ’ 1—hi

m—1)-p



» Distancia de Cook

D: — OG- @—0s—v) 1 h &
b po? p (I—-hi) 6%(1—hy)

» DFfits "

. Ui — Gi(—) h;

dffits; = =t

e —ivhi h (1 - hi)
» DFbetas

dbetas; = b—B

6_i4/diag((XTX)™1)
Boi=p——— (XTX)x



O quarteto de Anscombe

data(anscombe)
anscombe
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IC(Y)

Figura 8: Bandas de confianga para (i e de predigdo para Y.



Figura 9: Regido e intervalos de confianga para 3.



Modelos de regressdo nao lineares

Beneficios

» Baseados em teoria ou principios que ddo uma relagdo funcional mais especifica entre
yex;

» Pardmetros sdo interpretaveis;

> Sdo parsimoniosos;

» Podem ser feitas predi¢des fora do dominio observado de x;

Custos

» Requerem procedimentos iterativos de estimagdo;
» Meétodos de inferéncia sdo aproximados;



Definicao

Linear nos parametros Nao linear nos parametros

n(x, 8) = 0 + 01x + 0,x>.
N(x,0) = 04(1 —exp{—0c(x — 0)}).

o,
00 on
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o 36" = ~0a(8 —x) expl—00(x — 0.))
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30, = —040p exp{—0p (x — 0.)}.



Pontos caracteristicos e formas

MND-CON

PON

PO --- ¢
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Figura 10: Fungdes ndo lineares com destaque para os pontos caracteristicos e formas.



Determinacao das unidades de medida (dimensionalidade)

» Modelo Michaelis-Menten

Oax
0, +x

Meia vida [x] <—J L—» Preditora [x]

> limy oo n(x) = 0q.
> n(x=0y) =0q/2.

Assintota [y]
Resposta [y] ﬁ F
Yy




Regressao Local
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LOESS: LOcal regrESSion.

Ajuste em subconjuntos localizados no dominio de x.

Para cada ponto x; no dominio de x, um polinémio de grau baixo é ajustado.
Observagdes no entorno de x; tem pesos que decrescem com a distancia.

A fungdo peso mais usada ¢é a tri-cubo: (1 — [x*)*I(|x| < 1).

Se polinémio de grau 0, corresponde a médias moveis.

Sujeito a outliers.

Requer dados densos para evitar ajustes locais.

Computacionalmente intensivo.

Dificil transferir resultados escritos do ajuste.



Splines

v

Polindmios ajustados em subconjuntos disjuntos do dominio.

v

Um spline é uma fungéo polinomial por partes definida sobre os nés (knots):

1< &< <&y

v

As fungdes se unem sobre 0s nos.

v

Os noés sdo colocados nos quantis = mesmo n em cada parte.

v

Nés podem ser distribuidos de acordo com a forma da funcgéo.



» Um spline de grau D com K é definido por

D K
S()=Bo+ Y+ villx—&)PIx > &)
d=1 k=1

» Com um D-polindmio, tem-se:
» A fungéo S(x) é continua.
» A S(x) possui D — 1 derivadas.
> A D-ésima derivada é continua sobre os nos.
» Natural splines
> Nas caudas usa-se polindmio de grau 1 (reta).
» Melhor para previsdo fora do dominio observado.
> Isso as restri¢cdes de continuidade para os nés do interior.



Smooth Splines

v

Sao splines com n nés sobre o dominio de x.

v

Normalmente usa-se 3-polinémio.

v

Controle da suavidade por meio de penalizagdo

n

PSS = 3 (ys— S(x0))? 4 A [ 187 (02 dx.

i=1

v

Com A fixo, otimiza-se a posi¢do dos noés.

v

A escolha do melhor A pode ser por validagdo cruzada.



Resumo

Modelos “suaves”sdo bastante flexiveis.
S3o mais sensiveis aos outliers.

Naéo possuem equagéo.

vV v v v

Podem depender de calibra¢do do usudrio.



Agradecimentos

» Comissdo organizadora do Mgest.
» Participantes do Mgest.
» Colegas do LEG pelo incentivo e colaboragdo.



