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Modelos de regressio

A ideia



A ideia
A ideia

Figura 1: Representacao esquemdtica genérica de um modelo de regressao.
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Modelos de regressdo Construgao

Distribuicdo
Normal, Beta,
Poisson, Binomial,

) ()

Quantidade Pardmetros

Média, quantil,

parametro, ... Funcao
Linear, ndo I|near

semlparametrlca,

Empiricos, interpretdveis.

Explicativa

Métrica, categorica.

[Yx]
Figura 2: Representagdo esquemdtica da construgdo de um modelo de regressio.
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Modelos de regressao

Regressao linear simples



Modelos de regressiao Regressao linear simples

Regressao linear simples

f— Q(Y[x) = n(x,0)

[Y|x] ~ Normal(u,0)

6o + O1x

Figura 3: Modelo de regressio linear gaussiano.
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Modelos de regressao

Regressao nao linear



Modelos de regressiao Regressdo nao linear

Regressao nao linear

f— Q(Y[x) = n(x,0)

[Y|x] ~ Normal(u,0)

Figura 4: Modelo de regressdo ndo linear gaussiano.
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Modelos de regressao

GLM, a familia exponencial e outras



Modelos de regressiao GLM, a familia exponencial e outras

GLM, a familia exponencial e outras

o Também sido modelos de regressdo nao linear;
o Distribui¢des da familia exponencial (Binomial, Poisson, gama, normal, ...)

@ Uma fun¢do ndo linear da esperanca é ligada ao preditor linear

g(E(Y[x)) = Bo + frxa + ...+ Bpxp = n(x, B).

o Funcdes de ligagdo:

Distribuicdo  g(E(Y|x)) E(Y]|x) func3o de ligagdo
. . 1 -

Binomial |Og (fpp m |Og|t

Poisson log(\) exp{fo + Bix} log

Gama % (Bo + Bix)! inversa

Normal m Bo + fix identidade
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Modelos de regressao

Regressao binomial - GLM



Modelos de regressiao Regressdo binomial - GLM

Regressao binomial - GLM

f— Q(Y[x) = n(x,0)
[ 1

Y|x] ~ Binomial(p,n)

n
1+ exp{—(fo + 01x)}
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Figura 5: Modelo regressao binomial.
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Modelos de regressao

Regressao Poisson - GLM



Modelos de regressiao Regressdo Poisson - GLM

Regressao Poisson - GLM

Q(Y[x) = n(x,9)

B(Yx) [Y]|x] ~ Poisson(X)

exp{fo + 01x}

freese
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Figura 6: Modelo de regressao Poisson.
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Modelos de regressao

Regressao beta



Modelos de regressiao Regressao beta

Regressao beta

f— QY[x) = n(x,0) 1

[Y]x] ~ Beta(u,¢)

1
1+ exp{—(6o + 61x)}

Figura 7: Modelo de regressao beta.
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Modelos de regressao

Regressao para a média e variancia



Modelos de regressiao Regressdo para a média e variancia

Regressao para a média e variancia

Q(Y[x) = n(x,9)

[Y|x] ~ Normal(u,0)

Figura 8: Modelo de regressao ndo linear gaussiano heterocedastico.
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Modelos de regressao

Fatores de efeito aleatdrio



Modelos de regressdo Fatores de efeito aleatério

Distribuicao
Normal, Beta,
Poisson, Binomial,

[V]x.3] (3)

Latente
Efeitos aleatdrios.

Y\x a) = n(x 6, a) (4)

Quantidade o Parametros
Média, quantil, Empiricos, interpretdveis.
parametro, ... . ~Fur_‘95° Explicativa

Linear, n3o linear, . i

semiparamétrica, Métrica, categorica.

Figura 9: Representacio esquemdtica da constru¢do de um modelo de regressdo com efeitos
aleatdrios.
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Modelos de regressiao Regressdo nao linear com efeitos aleatérios

Regressdo nao linear com efeitos aleatdrios

ﬁ Q(Y|x,a:) = n(x, 0, ar)

B(Y x,a) [Y|x,ai] ~ Normal(u,0)

0.x
= 0, + x

(93 +a,‘)X
0, + x

[ai] ~ Normal(0,02.)

Figura 10: Modelo n3o linear de efeitos aleatérios.
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Modelos de regressao nao linear



Modelos de regressdo nao linear

Definicdo e motivacao



Definicao
Modelo linear nos pardmetros
2
n(x,0) = 6o + 61x + Ox".

on _ on _ M _
90 e, ae,

(5)

Modelo n3o linear nos parametros

1(x,0) = 6a(1 — exp{—be(x — 6c)}).

(6)

/.
%6 = 1 —exp{—0e(x — 6.)}
o _
50, = —0:(0c — x) exp{—0s(x — 0.)}
0
a—;i = —0.0p EXp{—eb(X - 06)}
26 / 114
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Modelos de regressdo nao linear Definicdo e motivacdo

Motivacao

Beneficios

@ Tém sustentagdo baseado em principios mecanisticos ou informagdes prévias;

Parametros s3o interpretdveis e de interesse para o pesquisador;

Podem ser feitas predi¢Ses fora do dominio observado de x;

S30 parsimoniosos;

Custos
@ Requerem procedimentos iterativos de estimagao;

@ Métodos de inferéncia sdo aproximados;
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Modelos de regressdo nao linear
Propriedades da func3o e interpretacdo dos
parametros



Modelos de regressio nao linear Propriedades da fungdo e interpretacdo dos parametros

Pontos caracteristicos e formas

PO---¢

CON

ASIG——— = MNC-CVX

Figura 11: Fungdes n3o lineares com destaque para os pontos caracteristicos e formas.
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Modelos de regressdo nao linear Propriedades da fungdo e interpretacdo dos parametros

Estudo dos pontos caracteristicos e formas

Propriedades da fun¢do

@ Pontos caracteriticos, aspectos de forma e aparéncia;
o Intercepto, assintota, ponto de inflexdo, ponto de maximo;
o Mondtona, segmentada, convexa;
o Sigmdide, parabdlica, exponencial;
o Estudar: 1) limites, 2) derivadas, 3) integrais, 4) inversas e 5) avaliagdes em certos
pontos;

Interpretacao dos parametros
o Significado e unidade de medida;

o Estudar: 1) limites, 2) derivadas, 3) integrais, 4) inversas e 5) avaliagdes em certos
pontos;
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Modelos de regressdo nao linear Propriedades da fungdo e interpretacdo dos parametros

Determinagdo das unidades de medida (dimensionalidade)

Equagdo da reta

n(x) = bo + b1x,

v b

Y YX—1!

(7)

Michaelis-Menten

(8)
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Modelos de regressdo nao linear Propriedades da fungdo e interpretacdo dos parametros

Parametrizacdo e dimensionalidade

Modelo logistico - parametrizagdo de GLM
1

X)=0——m———— 9
77( ) J 1+ exp{@o —+ 01X} ( )

Y Y (o] X

X71

Modelo logistico - parametriza¢do centro/escala
1
0, , 10
J"(X) et nm) (10
vl v L L,
X
MRNL2013 Il Conest - 07-09/11 - Curitiba/PR 32 / 114



Modelos de regressdo nao linear Propriedades da fungdo e interpretacdo dos parametros

Parametrizac3o e interpretacao

Curva de lactagdo - parametrizagdo da densidade da gama

n(x) = Goxel;exp{—(bx}, (11)
YX 0 X
Curva de lactagdo - parametriza¢do do ponto critico (Zeviani, 2013, Tese)
91
n(x) =0y exp{6:1(1 — x/0x)}, (12)
v J - LL x
X
v
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Modelos de regressdo nao linear

ParametrizacOes interpretaveis



Modelos de regressdo nao linear Parametrizacdes interpretdveis

Parametrizacoes conhecidas

Modelo logistico

(x) =0 :
T T e (c = 0)/6.)
T 71+ exp{6;/6s — x/65}’
00 :9,'/95 91 == —1/05
o
Modelo quadratico
1(x) = Oy + Oc(x — 0.)°
=0, 4 0.(x> — 2x0, + 02)
=(0y + 9>2<) + (=20)x + fex?,
00 91 02
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Modelos de regressao nao linear i izacdo da izagdo

Sistematizacdo da reparametrizacio

Fungdo de parametros de interesse

0= g(6)

Etapas para reparametrizacdo

@ Escrever o pardmetro de interesse como fungdo dos elementos de 8, ou seja,
0 = g(8);

@ Escolher um dos elementos de 8 = (0, 0_;) para ser colocado em fung3o de ¢ de tal
forma a obter
9,’ = h(0_,-,19);
© Substituir toda ocorréncia de 6; em n(x,0) pela expressdo obtida no passo anterior,
h(6_;,3), fazendo as simplificacdes convenientes. Assim o modelo de regressio nio

linear
77(X7 0_i, 19)

terd ¥ como elemento do vetor de pardmetros 8y = (6_;,1).
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Modelos de regressao nao linear i izacdo da izagdo

Fra¢do de vida no Monomolecular (inverse prediction)

n(x,0) = 0,(1 — exp{—06«x})

U(Xﬂ) /I ;
/ |
) b
1—gq ) :
RA qgafffffl’f———‘ ——————————————
/ I
/ I
/ I
/ |
q y |
l
Ok :
¥y ; 3 -

/

Figura 12: Curva do modelo Monomolecular com destaque para os seus pardmetros e sua forma
de sua fung3o.
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Modelos de regressao nao linear i izacdo da izagdo

Aplicando a reparametrizacao

Passo 1 - Escrever...

q0: = 0:(1 — exp{—0«q})
9, = _log(1 —q)

O )
Passo 2 - Inverter...
I —
g, — _loel—q)
Jq
Passo 3 - Substituir...
n:RT—R", 0<g<l1
N(x.62,9q) = 0a(1 — exp{x log(1 — q)/9a}) {0, >0(Y), &éaAss  (13)
¥q > 0(X), é o PF,
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Modelos de regressdo nao linear

Algumas parametrizacoes interpretaveis de MRNL



Modelos de regressio nao linear Algumas parametrizacdes

Tabela 1: Reparametrizagbes desenvolvidas com énfase na interpretagdo dos pardmetros de
modelos de regressdo n3o linear aplicados em Ciéncias Agrarias.

id Modelo original 9= g(0) 0 =g (0,60_) Modelo reparametrizado
0%
0a.x q 1-gq L B
1 =0, — =10 | —— _
Oy +x Vo=t (1*q> 0 1“( q ) 19a(17q)+x
Vg = 0, = 0.
0, a v " %
2 — e 1-q —1/6c 1-gq 1/6c - N
0,0 1-9q 9, ([——9 1-q (9q
1+ (%) g ) ‘\ ¢ L+ 2 (%)
0 Jq= b=, 6,
3 o\ % 1-gq 1/0c 1—q\ V% —
1+ (#) o (T) Yo\ 152 ()
oc 1/6c _ 0.x"
4 0,x 9y = 6,9 0, = 792( 1-gq —
0y + x0< 1-gq q g (T") + xP
_ log(1 —
5 0a(1 — exp{—0cx}) Vg =— log(1 — q) 0. = og(ﬂ a) 0.(1 — exp{xlog(1 — q)/V4})
c q
Vg =
0a(1 — exp{—01(x — 60)}) ,x = 0o _ log(1—q) x— 6o
6 {O < Iog(;— q) 40 [ - 0, 1—exp{log(l—q) E—
1
6 =
1/0. log() —log
7 O — 1% 0= % i log(q) — log(#1) O — oo Bt
log(1+ q/01) el 1-07
og(1+ q/01 P— — Ye
0o + 61(1 — 0% Vg = —————= 0 = 0o —
° o000 ‘ log(fc) ool ’ q(l—(f’")
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Modelos de regressio nao linear Algumas parametrizacdes

Tabela 2: (cont.) Reparametrizagdes desenvolvidas com &nfase na interpretacdo dos pardmetros
de modelos de regressdo n3o linear aplicados em Ciéncias Agrarias.

id Modelo original 9 = g(6) 0 =g '(0,0_) Modelo reparametrizado
< - yx <
9 0o+ 0ix ,x <6 Dy = 0o+ 020 o= Db — 010s Do+ 01(x — ) ,x <0
0o+ 610 ,x > 0p Jp x>0
10 [60+0ix X < 06 Dy = 00+ 020 B0 = Op — 626 {ﬂb FO1(x—0) x<6s
0o+ 0105 + Os(x — 05) x> O Do+ O2(x = 00) x>0
0, 7
11 0o + O1x + 02x? =25 01 = 2620, 9y + Oa(x — V)2
Oy =00+ 010, + 0202 0 =10, — 010, — 0292
[
Oo + O1x + 027, v, = 72—912 01 = 2029, ,
12 x < —0,/(20,) 9, = 00+ 0105 + 0207 00 = Oy — 010 — 0202 Oy +02(x = 0" x < s
e o \2 0y SXx > Uy
0o + 61 (W;) + 02 (W;) ,
x > —01/(202)
_bo 02 _bo ( 02 _1/0
13 x(00 + f1x) /%2 Ux=g (179) 0=, <7192) 0,5 (1-6, (1 :
1-60\! /02 9, —6, Dy Yy
=, Oo=(1—0) (2
% =9 ( bo ) b=(1-62) (‘9) )
Yy = 61/62 61 = 620, x\” R
14 Oox" exp{—02x} 9, = 1\% Yy (,97) exp{61(1 — x/9,)}
Oo(61/0)exp{—6n) =Dy (E) exp{fi}
9, = O+ 0> =9,/ b1 2 61— 0,0,V
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Modelos de regressio nao linear Algumas parametrizacdes

Tabela 3: (cont.) Reparametrizagdes desenvolvidas com &énfase na interpretacdo dos pardmetros
de modelos de regressdo n3o linear aplicados em Ciéncias Agrarias.

id Modelo original 9 = g(0) 0 =g 1(0,0-;) Modelo reparametrizado
Uy = 0o —
0a 1 1- q) ) (1 - q) o 0a
15 e —(log [ —— ) — 6, log { —— ) — 619,
1+ exp{bo + b1x} b1 ( g( q ’ q ! 1+ (ﬂ) exp {—40(x — Uq)}
’ 2} 9
Ve = —— 01 = —49,
log( log(q)) — 0 log( log(q)) — 0
16 0 exp{—exp{fo + O1x}} Vg = g f) a 0 g =28 g u ° 0. exp{log(q) exp{fo(1 — x/Vx)}}
1 x
- 0, — 0, U= ~0,— log(0n)/0, 0, =—0;—10g(0n)/0n U (1+1/8,)0n
" (1 + exp{fa + x}0n)0m _ 0,(0s — 6,) 0s — 0 " 00 (1+ exp{0n(x — 1) }/0m)'m

ST A0 B (L4 10,
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Aspectos de inferéncia

Especificacdo e estimacao



Aspectos de inferéncia Especificacdo e estimacao

Especificacdo e estimacao

Especificagdo

Y|x X Gaussiana(y = n(x, 0), 0%). (14)
v
Estimacdo
@ Minimizar a soma de quadrados
n
SQD(6) = D (v — n(x:,0))’". (15)
i=1
@ Maximizar a (log)-verossmilhanca
00, 0%) = —3 Iog(27r) ~3 Iog 202 Z n(xi, 0 (16)
v
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Aspectos de inferéncia

Funcoes de verossimilhanca de modelos extendidos



Aspectos de inferéncia Funcdes de imil de del

Fun¢des de verossimilhanca de modelos extendidos

Modelo para a média e variancia

n

0.) =~ og(2m) 33 flogtnus(z ) + oI o)

— 02(2, )
Modelo para a média e varidncia
@ nu(x,0) : modelo para E(Y|x);
@ 1,2(z, ) : modelo para Var(Y|x).
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Aspectos de inferéncia Funcdes de imil de del

Fun¢des de verossimilhanca de modelos extendidos

Modelo n3o linear de efeitos aleatérios

L(0.W,0%) = H / H (im0 0,b1),0%) - S(b;,0,0) db

(18)

Michaelis-Mentem com efeito aleatério em 6,
o yi|xj, bi ~ Gaussiana(n(x;,0, b)), 0°);
o bj ~ Gaussiana, (0, V);

® yii|xj, bi e bj sdo independentes.
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Aspectos de inferéncia Fungdes de imil de model,

Fun¢des de verossimilhanca de modelos extendidos

Michaelis-Mentem com efeito aleatério em 6,
(02 + ai) x;

0, + Xij
o yji|xi, ai ~ Gaussiana(n(x;,0, a;), 02);

° U(Xijﬁ, ai) =

o a; ~ Gaussiana; (0, o2);

@ yii|xi, ai e a; sdo independentes.

1 n; 2 2
2 oy 1 (vi — n(x3,0, ai)) 1 a; ,
L(0,05,0°) = | |/| | > exp 22 = exp 207 da;.
i=1 Jj=1 a
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Aspectos de inferéncia

Inferéncia baseada em verossimilhanca sobre 6



Aspectos de inferéncia Inferéncia baseada em verossimilhanca sobre 0

Inferéncia baseada em verossimilhanca sobre 6

A £(#) é uma fun¢do n3o quadrdtica em 6:
2y n
00,0°) = ) log(27) — Iog 202 Z n(xi, 0

@ IC(6;) sdo obtidos por perfilhamento da log-verossimilhanga:

0,(0;,0_) = max £(07,0-7)

—i

SOb Ho: 9; = 9;0 . .
200(8:,0-7) — £(00,0-1)) ~ x:7-
@ Um IC com cobertura nominal de 1 — « é obtido por

0 {20001, 6-1) — £6:,0-) < X}

@ Requer maior esforco computacional.
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Aspectos de inferéncia

Inferéncia assintdtica sobre 0



Aspectos de inferéncia Inferéncia assintética sobre 6

Inferéncia assintética sobre 6

Incerteza sobre 6
o Utiliza os resultados de modelos lineares;
@ No caso geral em que V é a varidncia de Y|x
6 ~ Normal(8, (F'V'F)™). (19)
o No caso de V = 21 R
6 ~ Normal(8,0°(F' F)™1). (20)

@ IC(6;) obtém-se com

1C(0:) = 0i % zoj2\/o2(FTF) )i (21)
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Aspectos de inferéncia Inferéncia assintética sobre 6

deviance

¥

11C(0)
I | ICZ(G)

Figura 13: Intervalo de confiangca para € baseado na fun¢3o de log-verossimilhanca e na sua
aproximacgdo quadratica.
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Estimacdo e inferéncia



Estimac3o e inferéncia

Método Gauss-Newton



Estimacdo e inferéncia Método Gauss-Newton

Método Gauss-Newton

Método Gauss-Newton

ol = o) 4 (FUT FENTLEWOT () p(x, 6™)), (22)
em que
5 0) 001 06,
F— 778(% - : . : (23)
m(xn,0)) . 9n(xn,0))
801 06,

o 6 s3o valores iniciais para os pardmetros;
o 0 & a estimativa de # apés u iteracdes;

@ F também é usada para obter bandas de predi¢do (assintéticas).
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Estimac3o e inferéncia

SQs, teste da falta de ajuste e R?



[ENELEL RN GEN  SQs, teste da falta de ajuste e R*

Particdo das somas de quadrados (corrigido para o modelo nulo)

Fonte GL SQ QM
Regressio p—1 SQM=0"F'y —ny> SQM/(p—1)
Residuos n—p SQR=yTy—0"FTy SQR/(n-p)

Total n—1

SQT =y y—ny’

Coeficiente de determinacdo - R?

Zeviani (2013) (LEG/UFPR)
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RP=1- S%T (24)
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| EHUEIETCNIIICIEEN  Teste de falta de ajuste (script03-diagnos.R)

Particdo da soma de quadrados dos residuos

SQR=) Z(yij —9) = ZZ(W — Vi V. = 9)

i=1 j=1 i=1 j=1
= SQep + SQfa
Teste da falta de ajuste
SQfa
m—2
Wep ~ Fm72,n7m (25)
n—m )

Em outras palavras...

E(Y|xi) = n(xi,0): modelo ndo linear vs. E(Y|x;) = pi: modelo de médias por nivel.
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Estimacgao e inferéncia Avaliagdo dos pressupostos

Avaliacao dos pressupostos

Y |x ~ Normal(n(x, 8), 0*) (26)J
Suposicdo Avaliacdo
1  Observacdes independentes. Garantido pelo plano experimental.
2 n(x,0) ser adequado para E(Y|x). Gréfico do modelo ajustado sobre os

valores observados. Gréfico dos re-
siduos em fun¢do dos valores ajusta-
dos. Teste da falta de ajuste.

3 o2 x 1 ou varidncia constante. Gréaficos dos valores absolutos dos
residuos padronizados em funcdo
dos valores ajustados.

4 Y|x ter distribuicdo normal. Gréfico quantil-quantil dos residuos
padronizados sobre a distribuicdo
normal. N3o é a normalidade de Y
(marginal) mas a de Y|x (condicio-
nal).
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Tépicos em ajuste de MRNL Informacdo de gradiente

Informac3o de gradiente

script-04infograd.R

o Modelo para perda de peso (wtloss)

n(x,0) = 0o + 6127/ %;

@ Derivadas parciais

on _

300 !
@_ —x/ 0
96, =2

In

o 2 —x/0
90— 0 1og(2) (x/)2
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Tépicos em ajuste de MRNL Informacdo de gradiente

@ Modelo linear-platd
(X 0) - O + 01X, x < 6
NPT =900 + 0105, x> 0s

@ Derivadas

x<60p, x>0
on
on
55 X Op
v
66 / 114
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Tépicos em ajuste de MRNL Método grafico interativo

Método gréfico interativo

script05-mgi.R
o Consiste em aproximar a mao livre a funcdo aos dados;
@ O ajuste parte da aproximacgio feita a mio;

@ Tem a vantagem de aprender sobre a fungdo e reduzir nimero de iteragdes.
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Tépicos em ajuste de MRNL Método grafico interativo

modelos n3o lineares.

Zeviani (2013) (LEG/UFPR) MRNL2013
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Figura 14: Método gréfico interativo baseado nos recursos do pacote rpanel para ajuste de
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Tépicos em ajuste de MRNL Modelos self-start

Modelos self-start

scriptO6-selfstart.R
o S3o funcdes que auto-providenciam valores iniciais;
@ Reduz intervengdo do usudrio ent3o facilita automagio;

@ Nem todo modelo possui self-start implementada.

Zeviani (2013) (LEG/UFPR) MRNL2013 1l Conest - 07-09/11 - Curitiba/PR

71/ 114



Tépicos em ajuste de MRNL
Modelos parcialmente lineares



Tépicos em ajuste de MRNL Modelos parcialmente lineares

Modelos parcialmente lineares

scriptO7-plinear.R
o Tiram vantagem do modelo ser parcialmente linear;
o Estimacio divida em duas fases: analitica (linear) e numérica (n3o linear);

@ Reduz custo computacional.
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Tépicos em ajuste de MRNL Modelos parcialmente lineares

Modelos parcialmente lineares

@ Modelo para perda de peso (wtloss)
1(x,0) = 0o + 6127/ %

@ Derivadas
on

900~ *

@ — =X/

00, 2

ﬁ _ 2 —x/0
20— 0y 108(2) (x/63)2

O modelo é parcialmente linear em 0y e 61;
n(x,0) = 6o + 61f(x), F(x) =27/%
0o e 61 usam solucdo de sistema linear;

0« usa Gauss-Newton;

Reduz de 3 para 1 dimensdo;
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Tépicos em ajuste de MRNL Modelos parcialmente lineares

Modelos parcialmente lineares

Modelo para ganho de peso (turk0)
n(x,0) = 0o + 0:1(1 — exp{—0kx})

@ Derivadas

an

900

on

20, = 1 — exp{—0kx}
on

0, = x01(exp{—0kx})

O modelo é parcialmente linear em 6 e 61;
n(x,0) = 0o + 611 (x), f(x) =1—exp{—6k};
0o e 61 usam solucdo de sistema linear;

0« usa Gauss-Newton;

Reduz de 3 para 1 dimensao;
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Tépicos em ajuste de MRNL Modelos parcialmente lineares

Modelos parcialmente lineares

Modelo linear-platd
(X 0) _ 6o + 91X, x < 0y
TSI =00 + 0166, x> 65

@ Derivadas
x<0, x>0
In
67971 X 0p

O modelo é parcialmente linear em 6 e 61;
0o e 61 usam solucdo de sistema linear;

0p usa Gauss-Newton;

Reduz de 3 para 1 dimensao;
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Tépicos em ajuste de MRNL Modelos parcialmente lineares

Modelos parcialmente lineares

@ Modelo van Genuchten

0s — 0,
(T4 (0% 7%

77(X79) = af +

@ Derivadas

on 1_ 1
08, (1 + (0ax)0n)1-1/0n
on 1

90; — (1+ (Bax)0n)1=1/0n

O modelo é parcialmente linear em 6, e 0s;
n(x,0) = 0, + (6s — 0:)f (x), f(x) = W;

0, e s usam soluc3o de sistema linear;

0, e 0, usam Gauss-Newton;

Reduz de 4 para 2 dimensdes;
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Inferéncia sobre funcdes dos pardmetros

Método delta



Inferéncia sobre fungées dos parametros Método delta
,
Método delta

Distribuicdo amostral de 0
o Método para aproximar a distribuicdo de uma funcio g de varidveis aleatdrias;

o Baseado na aproximacio linear da fun¢ido g,

g(x) ~ g(x0) + &' (x0)(x — x0);

Depende do qu3o linear é a fung¢do na regido de interesse;

Depende da distribuicdo das v.a. envolvidas;

No caso de MRNL 6 s3o as varidveis aleatérias.
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Inferéncia sobre fungées dos parametros Método delta
,
Método delta

Distribuicdo amostral de 0
6 ~ Normal(0, p). (27)

Seja 9= g(@) uma fungdo, entdo pode ser mostrado que uma aproximagdo em série de
Taylor de primeira de g em torno de 6 implica em

o
E(W) = g(0);
) 98(0)
3\ _ T _ 0g(8
Var(¥) = DX¢D ', emque D= 207 |,_;
o

0 ~ Normal(g(6), DLsD").

@ Um intervalo de confianca 1 — o obtém-se por

D+ 7,21/ Var(d),

@ X é usada no lugar de Xy.
v

Zeviani (2013) (LEG/UFPR) MRNL2013 1l Conest - 07-09/11 - Curitiba/PR 81 / 114



Inferéncia sobre funcdes dos parametros

Inferéncia sobre = n(x,0)



Inferéncia sobre fungdes dos parametros [GUIERL ISR W)

Inferéncia sobre § = 7(x,0)

Inferéncia sobre o valor predito y (script08-bandas.R)

~ ~

¥ =n(x0) = g(0), (28)
Pelo método delta tem-se que
)
9 ~ Normal(n(x,0), F£oF ).
’ on(x.0)
X7
F= 173,9T =0

@ Um intervalo de confianca 1 — v obtém-se por

57 + Za/2\/ FZQFT,

@ Com isso obtém-se as bandas de confianga para os valores preditos.
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{EENEERL LT ER T EER WHNEIE TN ELCI  Outras formas de infererir sobre g(6)

Outras formas de infererir sobre g(6)

script09-inffun.R

o Bootstrap paramétrico: soma desvios de distribuicdo normal aos valores ajustados,
gera novas amostras do modelo 7(x, #), ajusta para obter ¥* = g(6°). Repete B
vezes e infere a partir da distribuicdo empirica de 9°;

o Bootstrap ndo paramétrico: soma os residuos do préprio ajuste (amostra com
reposi¢do deles) aos valores ajustados, gera novas amostras do modelo 7(x, é)
ajusta para obter ¥° = g(éo). Repete B vezes e infere a partir da distribuigcdo
empirica de 9°;

o Simulacao Monte Carlo: simula valores de 8 de acordo com sua distribuicdo
amostral, no caso § ~ Normal(6, ¥¢). Obtém-se 9* = g(#*). Repete B vezes e
infere a partir da distribuicdo empirica de 9¥*;
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Inferéncia sobre fungdes dos parametros Outras formas de infererir sobre g(6)

Inclinagdo no ponto de inflexdo da CRAS

0s — 0,
T+ (B0

n(x) =0, +
n(x),

Ing(X)

Figura 15: Gréafico do modelo van Genuchten com destaque para interpretacdo dos pardmetros.
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{EENEERL LT ER T EER WHNEIE TN ELCI  Outras formas de infererir sobre g(6)

Modelo van Genuchten para retencdo de dgua no solo

0s — 0,

n(x,0) = 0, + (1 + (62x)% )11/ (29)
Parametro S = g(0)
1\ 1

S=g(0) =—06n(6s—0:) (1 + 0—) , em que O, =1—1/6,. (30)

Modelo van Genuchten reparametrizado para S

20,—1 2=1/
S On—1

n(x,0s) =0, — - ( ) (31)

0n (1 + (9"011) exp{fa(x — I)})lil/e’”

em que | representa a tens3o no ponto de inflexdo.
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Medidas de ndo linearidade Medidas de curvatura

Medidas de curvatura

Curvatura de uma funcdo f(x)

B f-ll (X)
“ = TP 2

Curvatura de Bates e Watts

o Generalizaram para uma fun¢do n-dimensional de p varidveis (0),

Yo = W(X7 0)7
e padronizaram para ser invariante a escala dos dados e permirtir comparagdo entre
diferentes modelos;
@ A curvatura total pode ser decomposta em duas, via projegdo em espagos ortogonais;

o Curvatura intrinsica: corresponde ao afastamento da suposi¢do de planicidade, ou
seja, de yp representar um hiper-plano. N3o muda com parametrizagdes do modelo.
o Curvatura devido ao efeito de parametros: corresponde ao afastamento da suposicio

de coordenadas com espagamento regular com relagdo a variagio de 0;. Muda com a
reparametrizagdo do modelo.

@ Em modelos lineares ambas as curvaturas si3o zero. )
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Medidas de ndo linearidade Medidas de curvatura

! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! !

X
= -1 _eln(z)m/v
4 V+x Y
0.5
1
. - 10 | 15
superficie esperada
0.5
Yobs
05 (0-5?’;\0-9) 5
el (0.95, 0.76)
= 08 Tl =
= = R 5.5
S —_—> S 0=5875F6 §6 —>
= desloc. X 6.5/65 desloc.

+ 06 4 x=(12,25)

. )
aproximagéo linear

. 10
aproximacéo linear

T T T T T T T T T T T T
0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 11 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 11

f(xh e) f(xlv 9)

Figura 16: Figura esquematica para exemplificar as definicdes das medidas de curvatura.
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Medidas de n3o linearidade
Vicio



Medidas de ndo linearidade [V}

Vicio

o Calcula o vicio aproximado para as estimativas baseado em aproximacao;

o
2
B(6;) = (FTF)"'F (—%(FTF)_lH,-) :
em que
9n(x1,0) 91(x1,0)
5 90,0, 90:6,
9°n(x,0) ) .
= e | : (33)
! 9n(xn,0) 9n(xn,0)
06,61 691“9;7
o Vicio absoluto
B(9);
@ Vicio relativo ao pardmetro
B(0)
5
@ Vicio relativo ao erro padrio
B(0) .
ep(9)’ )
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Estudos de caso Modelos de efeito aleatério

Modelos de efeito aleatério

Topicos
o Liberagdo de potdssio no solo por residuos organicos;
@ Modelo n3o linear de duas fases de liberagao;

o Medidas repetidas no tempo.
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Estudos de caso Modelos de efeito aleatério

Modelos de efeito aleatério

Modelo considerado

@ Monomolecular reparametrizado para meia vida

n(x,0) = 0,(1 — exp{—60cx}) = 02(1 — exp{— log(2)x/6.}). (34)
o Extensdo para duas fases de liberagdo
n(x,0) = 0.(1 — exp{—log(2)x/6.}) + bax (35)

@ Inclusdo do efeito aleatério de unidade experimental
n(x.,0,ai) = n(x,0) = (0. + ai)(1 — exp{— log(2)x/0, }) + Oax (36)

@ 0,: assintota superior; 0.: taxa de liberacdo instdntanea na origem; 6,: tempo de
meia vida; 4: taxa de lenta liberagdo; a;: termo aleatdrio, a;j ~ N(0,0,);
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Estudos de caso Modelos de efeito aleatério

Modelos de efeito aleatério

fixo E—
unidade experimental ——

50 100 150 200 250

150

100

o
o
1

T T T T T T T T T T T
50 100 150 200 250 50 100 150 200 250

Conteldo acumulado libeardo de potassio

Dias ap6s incubag&o no solo

Figura 17: Conteldo de potdssio acumulado libearado em fungdo do tempo com destaque para a
predi¢do ao nivel populacional e nivel de unidade experimental.
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Estudos de caso Modelos resposta plato

Modelos resposta plato

Topicos
o Producdo de soja em fun¢do do contetido de potassio e nivel de umidade do solo;
o Parametrizagdes alternativas do modelo quadratico platg;

o Comparagio entre modelos segmentados.

Zeviani (2013) (LEG/UFPR) MRNL2013 Il Conest - 07-09/11 - Curitiba/PR 100 / 114



Estudos de caso Modelos resposta plato

Modelos resposta plato

Modelos considerados

@ Parametrizag3o original (polindmio)

O + O01x + 92X2 x < 0p —0
,0) = ~ ", emquef,=—-. 37
n(0) {90 + 6010, + 0,07 x > 0p que o 20> (37)
o Parametrizago para o ponto critico (canénica)
0 + 92 X — 9b , X S 91,
W) = { Ot b0 - (38)
¥ x> 0

o Parametrizagdo mista

012
_{00+91X—219b, XSOb (39)

00+T, X>9b.

o 0o: intercepto; 01: c. angular; 62: c. curvatura; 0,: valor de maximo/minimo da
fungdo; 6x: valor na abcissa correspondente ao 6,;
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Estudos de caso Modelos resposta platd

Modelos resposta plato

Modelo linear-platd Modelo quadratico-platdé
n(x) n(x)

/ 0> :Ay

'

Ly
0o /

I
I

I

I

I

I

¥

0, —1 0p

N -
7

IS
x
oY

linear platé quadratico platd

Figura 18: Modelo linear-platd (esq) e quadratico-platé (dir) com destaque para a interpretagdo
cartesiana dos parametros.
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Modelos resposta plato
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Contetido de potassio no solo (mg dm®)

Figura 19: Resultados do ajuste dos modelos linear-platd e quadratico-platd aos dados de
produg¢do de soja em fung¢3o do contelido de potdssio do solo e nivel de umidade.
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Estudos de caso

Producado de algoddo em funcao da desfolha



Producdo de algoddo em func¢do da desfolha

Topicos
o Producdo de algoddo em funcdo da desfolha artifical em cada estdgio fenoldgico;
o Parametrizac3o para o nivel de dano econémico;

o Compara parametrizagdes por curvatura e graficos dos contornos de confianca.
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Producdo de algoddo em func¢do da desfolha

Modelos considerados

@ Modelo poténcia
n(x,0) = 0o + 01x°¢,  6¢c > 0. (40)

o Parametrizagdo para evitar problemas de borda
n(x,0) = 0o + 0:1x*V} | —00 < 6, < 0. (41)

@ Parametrizagdo para o nivel de dano econémico

log(q) —log(61)

n(x,0) = 0o + O1x e . (42)

@ Og: intercepto; 61: queda de producdo com desfolha maxima; O¢ e 0.: indicadores de
concavidade; ¥4: desfolha correspondente a uma queda de g unidades na produg¢do;
v
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N L L LU Jl  Produgdo de algoddo em fungo da desfolha

Producdo de algoddo em func¢do da desfolha

0o |

bo—qff -~ ooo -2

01

|
|
0 g 1

Figura 20: Modelo poténcia com &nfase para a interpreta¢do dos pardmetros.
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Producdo de algoddo em func¢do da desfolha

0.00.20.40.60.81.0 0.00.20.40.60.81.0
) N | 1 1 ) Y I |

111 ) I I |
Vegetativo Botéo floral Florescimento

Capulho

0
'
'
'
'
'

Peso de capulhos (g)

L L
0.00.20.40.60.81.0 0.00.20.40.60.81.0 0.00.20.40.60.81.0

Desfolha artifical

Figura 21: Resultados do ajuste do modelo poténcia reparametrizados aos dados de produgio de
capulhos em fun¢do da desfolha em cada estdgio fenolégico do algod3o. Linhas verticais
destacam a estimativa intervalar para o nivel de dano econémico.
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Estudos de caso Curva de crescimento com modelagem da variancia

Curva de crescimento com modelagem da varidncia

Topicos
o Peso de frutos de goiaba em funcdo dos dias apds antese;
@ Atribuicao de um modelo para a média e quatro para a varidncia;

@ Avaliagdo dos pressupostos e selecdo do melhor modelo.
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Estudos de caso Curva de crescimento com modelagem da variancia

Curva de crescimento com modelagem da varidncia

Modelos considerados

@ Modelo para a média, E(Y|x)
N(x,0) = 0, — (0, — 05) - exp(— exp(b: - (daa — 6;))). (43)

@ Modelos para a varidncia, Var(Y|x)

go(o) = o> (constante)
gi(daa,d, o 02 - exp{26 - daa exponencial
Var(Y|x) = ( )= 2 {25 }A ( ) (44)
g>(daa,d,0) = o° - |daal”® (poténcia)
(

g3(daa,§,0) = 02 - | Indaal®® (poténcia do logaritmo)
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tudos de caso Curva de crescimento com modelagem da variancia

Curva de crescimento com modelagem da varidncia

50 100 0 50 100
| | | | | | | | | |
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Figura 22: Resultados dos ajustes dos diferentes modelos para a varidncia para os dados de peso
de frutos de goiaba em fungdo dos dias apds a antese. Bandas correspondem ao intervalo de
confianga para o valor predito e as barras sio o intervalo de confianga para a média em cada

coleta.
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Consideracoes finais
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