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Sumirio

© Funcdes, limites e continuidade.
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Funcdes, limites e continuidade.

Funcdes

(7]

Definicdo 1 - Uma funcéo escrita como y = f(x) associa um nimero
y a cada valor de x.

x é chamada de variavel independente.

Dominio de f(x) é a faixa de valores que x pode assumir.

y é chamada de varidvel dependente.

Imagem de f(x) é a faixa de valores que y pode assumir.

Resumindo temos,

®© 6 6 0 o

eb el
x f(x 4

N

N
Independente Dependente

(7]

O dominio e imagem de uma func3o s3o intervalos.
Tipos de intervalos:

(4]

o Intervalo aberto ndo contém as extremidades: Notacdo (a, b).
o Intervalo fechado contém as extremidades: Notac3o [a, b].
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Funcdes, limites e continuidade.

|deia intuitiva de funcao

FUNCTION: DEFINITION

input N

(

function
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Funcdes, limites e continuidade.

|deia intuitiva de funcao
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Funcdes, limites e continuidade.

Exemplo: Funcao

(7]

Considere a funcdo y = x2.
Em R temos

[~

fx

function(x) {
out <- x72
return(out)

}

o Avaliando a funcao em alguns pontos.

x <- ¢(-5,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5)
£x(x)

# [1] 2516 9 4 1 0 1 4 9 16 25
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Funcdes, limites e continuidade.

Grafico da funcao
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Funcdes, limites e continuidade.

Funcdes parametrizadas

(7]

Definicdo 2 - Parametro é uma quantidade conhecida que indexa ou
parametriza uma determinada funco.

o Em geral os pardametros mudam o comportamento da funcdo e
descrevem quantidades/caracteristicas de interesse.

Notacdo: y = f(x;#), onde 6 denota o pardmetro.

O conjunto de valores que 6 pode assumir é chamado de espaco
paramétrico.

o Notacdo 0 € ©.

© ©

LEG/DEST/UFPR Matematica para Estatisticos 8 /83



Funcdes, limites e continuidade.

Exemplo: Funcdo parametrizada

o Considere a seguinte funcdo y = (x — )2,
@ Em R temos

fx = function(x, theta) {
out <- (x - theta) 2

return(out)

}

@ Avaliando a funcdo em alguns pontos.

x <- ¢(-5,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5)
fx(x = x, theta = -2)

# [1] 9 4 1 0 1 4 9 16 25 36 49

fx(x = x, theta = 2)

# [1] 4936 2516 9 4 1 0 1 4 9
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Funcdes, limites e continuidade.

Grafico da funcao

f(x, 8)
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Funcdes, limites e continuidade.

Funcdes com varios parametros

(4]

Em geral uma funcdo pode ter varios parametros.

O ideal é que cada pardmetro controle um aspecto da funcio.
Exemplo: y = f(x;01,62) ou mais geral y = f(x; 8), onde 6 é um
vetor de pardmetros.

o Funcdo com dois parametros:

® ©

(x —-91)2

o Funcdo em R.

fx = function(x, theta) {
out <- ((x - theta[1]) 2)/thetal2]
return(out)

by
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Funcdes, es e continuidade.

Grafico da funcao
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Funcdes, limites e continuidade.

Exemplos de funcdes
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Funcdes, limites e continuidade.

Limite de uma funcao

o Definicao 3 - Se uma funcdo f(x) se aproxima de um nimero L
conforme x tende a um ndmero a vindo da direita ou da esquerda,
dizemos que o limite de f(x) tende a L quando x tende a a.

o Notacdo

lim f(x)=f(a) = L.

(4]

O limite pode n3o existir.
Se o limite de uma func3o existe ele é Gnico.

(]
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Funcdes, limites e continuidade.

Exemplo: Limite de funcdes

o Considere o limite

lim(x +1)=2.
x—1

f(x)
15 20 25 30
| |

1.0

0.5

0.0

0.0 0.5 1.0 15 2.0
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Funcdes, limites e continuidade.

Exemplo: Limite de funcdes

@ Considere o limite

fx <- function(x) {
out <- (x72 - 1)/(x - 1)
return(out)

}

fx(x = 1)

# [1] NaN
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Funcdes, limites e continuidade.

Exemplo: Limite de funcdes

o Graficamente temos

3.0
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Funcdes, limites e continuidade.

Exemplo: Limite de funcdes

@ Note que

2 _ _
lim = ! = lim G hix=1)
x—=1 x—1 x—1 x—1

= >I<T>11(X +1)=2.

o Definicao intuitiva: O limite de uma funcdo é o valor que achamos
natural para ela em um determinado ponto.
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Funcdes, limites e continuidade.

Continuidade de uma funcao

o Definicao 4 - Dizemos que uma func3o é continua em x = a se trés
condicOes forem satisfeitas: f(a) existe, limy_,, f(x) existe e
limy_, f(x) = f(a).

o Continuidade significa que pequenas variacdes na varidvel independente
levam a pequenas variacGes na variavel dependente.

o Teorema do valor intermediario: Se a fungdo f(x) é continua no
intervalo fechado [a, b], ent3o existe pelo menos um niimero ¢ em
[a, b] tal que f(c) = M.

o Implicacdo: Se f(x) é continua seu grafico ndo contém salto vertical.

@ Em geral podemos pensar em funcdes continuas como sendo funcdes
suaves.
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Funcdes, limites e continuidade.

Exemplo: Funcdo ndo continua

o Considere a funcdo n3o continua em 0.

] -1 x<0
lim — =
x—0 X 1 x>0.
o
o
2o
—_]
1
o |
I T T T T T
-10 -05 0.0 05

. 1.0
X
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Derivadas.

Sumirio

O Derivadas.
@ Definicdo e aplicacdes.
o Maximos e minimos.
o Funcdes de duas ou mais varidveis indepentes.

o Expansao em série de Taylor.
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Derivadas. Definicdo e aplicacoes.

Derivada de uma funcao

o Definicao 5 - Derivada ordinéria, derivada primeira, ou simplesmente,
derivada de uma funcéo y = f(x) em um ponto x = a no dominio de
! 7
f é representada por dX Y, % ou f'(a) é o valor

dy

f(a+ h)—f(a)
- :

h

—_— / —_— H
ee = e = fr
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Derivadas. Definicdo e aplicacoes.

Exemplo: Derivada de uma funcao

o Obtenha a derivada de f(x) = —x2.

f(x+ h) — f(x)

f'(x) = lim

h—0 h

 —(x+h)?—(—x?)
= |

h—0 h

) —(x2—1—2xh—|—h2)—i—x2
= lim

h—0 h

. —x2 —2xh— h? —2xh — h?
= lim =

h—0 h h
= lim —2x — h= —2x

h—0
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Derivadas. Definicdo e aplicacoes.

Interpretacdo da derivada

o Taxa de mudanca instantanea.
o No limite quando x — a a derivada é a reta tangente ao ponto

(a,f(a)).

o A reta tangente ao ponto a tem equacdo dada por

y —f(a) =f'(a)(x — a).
o Exemplo: Obtenha a reta tangente a f(x) nos pontos x =2 e x = —2.
o Temos f(x =2) = —4 e f/(x =2) = —4, assim

y—f(x=2) = f(x=2)(x-2)

LEG/DEST/UFPR

y—(-4) = —4(x-2)
y+4= = —4x+38
y = 4—4x
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Derivadas. Definicdo e aplicacoes.

Exemplo: Reta tangente a f(x)

o f(x) e f'(x).

fx <- function(x) {
out <- - x72
return(out)

}

f_prime <- function(x) {
out <- -2%x
return(out)

}

o Equacio daretay = a-+ b*x.
intercept = (fx(x = 2) - f_prime(x = 2)*2)

slope <- f_prime(x = 2)
c(intercept, slope)

# [1]1 4 -4
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Derivadas. Definicdo e aplicacoes.

Exemplo: Reta tangente a f(x)

x(x)

-15

-20
|

-25
|
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Derivadas. Definicdo e aplicacoes.

Regras de derivacao

@ Seja n # 0 um natural. S3o vélidas as férmulas de derivacio:

Q@ Se f(x) = c entdo f'(x) = 0.
Q Se f(x):x entao f'(x) = nx
@ Se f(x) = x""entdo f/(x) = —nx— "L
Q Sef(x)= 1/” entdo f'(x) = %x%_l.

n—1

o Derivada de funcdes especiais.

Q Se f(x) = exp(x) entdo f'(x) = exp(x).
Q Se f(x) = ( ) entdo f'(x) =1 ,x > 0.
o Sejam f(x) e g(x) derivaveis em x e seja ¢ uma constante. Entdo as
funcdes f(x) + g(x), cf(x) e f(x) - g(x) sdo derivaveis em x e tém-se
O (f+g) =1(x)+g'(x).
Q (cf)(x) = cf'(x).
Q (f-g)(x) = f'(x)g(x) + f(x)g'(x).
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Derivadas. Definicdo e aplicacoes.

Regra da cadeia

o Regra da cadeia: Sejam y = f(x) e x = g(t) duas funcdes derivaveis,

com | € Df. A fungdo composta h(t) = f(g(t)) é derivavel, sendo
H(t) = f'(g(t))g'(t), t € Dg.

o Existe uma infinidade de férmulas de derivacdo.

o Na pratica é comum usar um software de matematica simbdlica como
o wxMaxima.

@ Em R as funcdes deriv() e deriv3().

o Exemplos.
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Derivadas. Definicdo e aplicacoes.

Por que derivadas sao importantes?

o Derivada ¢ a inclinacio (slope) da reta tangente a curva y = f(x).
o Obtencdo de maximo ou minino de uma funcédo (fundamental
).
e O maximo de uma funcdo f(x) é o valor x, tal que,
f(xn) > f(x),¥x € D.
@ O minimo de uma funcdo f(x) é o valor x; tal que,
f(x1) < f(x),¥x € D.
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Derivadas. Definicdo e aplicacoes.

Problema: Reducao de dados

@ Suponha que temos um conjunto de observacdes y; parai=1,...,n.
Queremos resumir a informac3do contida em y; em um (nico nimero,
digamos .

@ Problema: Como encontrar p?
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Problema: Reducao de dados

@ Suponha que temos um conjunto de observacdes y; parai=1,...,n.
Queremos resumir a informac3do contida em y; em um (nico nimero,
digamos .

(]

Problema: Como encontrar u?

Solucdo: Encontrar o valor j, tal que () = 3271 (y; — 1)?, seja a
menor possivel.

Note que uma vez que temos os niimeros observados y; a Unica
quantidade desconhecida é p.

Note que i é o pardmetro da nossa funcdo.

A funcdo f(u) mede o quanto perdemos em representar y; apenas
usando p.

Funcdes perda muito populares sdo a perda quadratica, perda
absoluta, minmax e a cross entropia.

(7]

(]

e ©

(4]
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Derivadas. Definicdo e aplicacoes.

Exemplo: Reducado de dados

o FuncGes em R.
y <- c(8,9,14,10,10,15,11,5,4,13)

fmu <- function(mu, y) {
out <- sum((y - mu)~2)
return(out)

}
fmu <- Vectorize(fmu, "mu")
fmu(mu = c(10, 12), y = y)

# [1] 117 161

f_prime <- function(mu, y) {
out <- -2*sum(y-mu)
return(out)

}
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Derivadas. Definicdo e aplicacoes.

Exemplo: Reducado de dados

o Graficamente, temos
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Derivadas. Definicdo e aplicacoes.

Exemplo: Reducado de dados

o Note que o melhor resumo dos dados de um niimero, corresponde ao

ponto de minimo da funcdo f(u) = -7 1 (yi — p)?.
o Como o minimo esta relacionado com a derivada de f(p)?
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Derivadas. Definicdo e aplicacoes.

Exemplo: Reducado de dados

o Note que o melhor resumo dos dados de um niimero, corresponde ao
ponto de minimo da funcdo f(u) = -7 1 (yi — p)?.
o Como o minimo esta relacionado com a derivada de f(p)?

I
100
I

50
I

()
150 200 250 300 350 400

a(f(w))
0

-50
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Derivadas. Definicdo e aplicacoes.

Exemplo: Reducado de dados

@ No ponto de minimo/maéximo a inclinacdo da reta tangente a f(u) é
zero.

o Denote por fi o ponto de minimo/maximo de f(1u), entdo f'(i) = 0.

o Assim, temos (regra da cadeia!l)

f'(p) = 22(%—#)%(%—#)
i=1

= 2 i(y,- —p)(=1) = =2 (i — p)-
i=1

i=1
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Derivadas. Definicdo e aplicacoes.

Exemplo: Reducao

o Agora precisamos achar o ponto /i tal que f'(

de dados

f(a) = 0

n

-2 (yi-p) = 0

LEG/DEST/UFPR

i=1

n
—Zy,-—i—nﬁ =0
i=1

o= >y

i=1

o=
n
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n
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Derivadas. Maximos e minimos.

Maximos e minimos

o Sejam f(x) uma funcdo que admite segunda derivada no intervalo
aberto [ e x € .

Q f'(x)=0¢e f"(x) > 0 é ponto de minimo local.
Q f'(x)=0ce f"(x) <0 é ponto de maximo local.

o f”(x) denota a segunda derivada de f(x), i.e. %.

o Em geral em estatistica e técnicas padrdes de machine learning a
funcdo objetivo/perda é criada para ter apenas um ponto de
minimo/maximo.

o Em situacdes patoldgicas, tais como falta de identificabilidade a funcdo
pode ter mais de um minimo/maximo.
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Derivadas. Fungdes de duas ou mais variaveis indepentes.

Funcdes de duas ou mais varidveis indepentes

o Em geral uma func3o possui apenas uma variavel dependente.
Porém, pode ter duas ou mais varidveis independentes.
Exemplo 1:

® ©

2 2
X y
z:f(x,y):2—2+3—2.
Exemplo 2: Sejam y; e x; quantidades observadas.
A equacio da reta que relaciona x e y é dada por

yi = f(Bo, 1; xi) = Bo + Pixi.

e o
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Derivadas. Fungdes de duas ou mais variaveis indepentes.

Derivadas parciais

@ Para uma fungdo z = f(x,y), a derivada parcial de  em relacdo a x é

representada por % 8f , € é definida por
of . f(x+hy)—f(x,y)
— = lim ,
Ox  h=0 h

desde que o limite exista.
@ De forma similar, a derivada parcial de f(x,y) em relacdo a y é
representada por

of : f(Xay+h)_f(X7y)
— = lim .
dy  h=0 h
o De forma geral, ag(;) é obtida derivando f(x) considerando y fixo e

vice-versa.
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Derivadas. Fungdes de duas ou mais variaveis indepentes.

Gradiente e Hessiano

o O gradiente de uma funcdo f(x,y) é o vetor composto pelas derivadas
primeira de f(x,y) em relacdo a x e y, i.e.

Vi(x,y) = (37‘(8);, y), afg;’ y)> .

o O Hessiano de uma fungdo f(x,y) é a matrix

9?f(x,y) of (x,y)

_ Ox? Ox0y
H=1otcn) oG
OyOx Ox?

o As definicGes se estendem naturalmente para mais de duas variaveis.
@ Vamos revisar as ideias de vetores e matrizes (algebra linear).
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Derivadas. Expansdo em série de Taylor.

Expansao de funcGes em Série de Taylor

@ Aproximacdo por Série de Taylor é fundamental em estatistica e
métodos numéricos.

o E uma forma simples de obter o valor aproximado de uma funcio perto
de um ponto conhecido xg.

o Dada uma fungdo f(x) derivavel (n+ 1) vezes em um intervalo
contendo um ponto x = xp, temos

X x —x0)% d?*f(x
f(X) = f(Xo) + (X — XO) dz(x ) |x:Xo ( 2l 0) ddi(z )|x:xo
n (x —x0)" d"f(x) o + Ro().

nl Ix "

o Aproximacdo similar é possivel para funcdes com duas ou mais
variaveis.
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Derivadas. Expansdo em série de Taylor.

Exemplo: Expansdo em Série de Taylor

o Considere a seguinte funcao
1
f(p)=2 (10Iogﬁo - 10—|—u> .

Faca uma aproximacao em série de Taylor de primeira e segunda ordem
ao redor do ponto po = 10.

f(w)
30 40
|

20
|

10
|

0
|
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Derivadas. Expansdo em série de Taylor.

Exemplo: Expansdo em Série de Taylor

o Primeira derivada 10
Fu) =2 (1 _ _) .
(1) .

o Segunda derivada

20
f'(n) = ?
o Aproximacdo em série de Taylor (segunda ordem) ao redor de 1.
2
— Ho
f(p) = f(po) + (1 — po) ' (1 = po) + %f”(u = 1)
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Derivadas. Expansdo em série de Taylor.

Exemplo: Expansdo em Série de Taylor

o Aproximacdo de Taylor (genérica)
taylor_ap <- function(mu, muO, f, f_prime, f_dprime) {
app <- f(mu = mu0) + (mu - muO)*f_prime(mu = muO) +
(((mu - mu0)~2)/(2))*f_dprime(mu = mu0)

return(app)
}

@ Derivadas

f_prime <- function(mu) {2*(1- 10/mu)}
f_dprime <- function(mu) {20/mu~2}

o Aproximando a funcao

taylor_ap(mu = c(9,10,11), mu0 = 10, f = £,
f_prime = f_prime, f_dprime = f_dprime)

# [1] 0.1 0.0 0.1
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Derivadas. Expansdo em série de Taylor.

Exemplo: Expansdo em Série de Taylor

o Graficamente, temos

— True
---- Taylor Aprx. !
o | .
<
o |
[0}
=
T o
N
o |
i
o 4
T T T T T T
0 10 20 30 40 50
X
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Derivadas. Expansdo em série de Taylor.

Exemplo: Expansdo em Série de Taylor

o Graficamente, temos

— True
---- Taylor (mu0=5) |/
g Taylor (mu0 = 15) |/
o _|
[92]
2
T o |
N
o _|
—
o -
T T T T T T
0 10 20 30 40 50
X
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Derivadas. Expansdo em série de Taylor.

Exemplo - Regressao linear simples

o Seja y;j(i=1,...,n) observacdes de alguma varidvel de interesse.
@ Seja x; uma outra variavel que queremos relacionar com y; através de
um reta, i.e.

yi = Bo + Bixi.
@ Problema: Encontrar By e 51 tal que

n

5Q = f(Bo, f1) = >_(vi — (Bo + B1x3))?,

i=1

seja a menor possivel.
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Derivadas.

Expansdo em série de Taylor.

Exemplo - Regressao linear simples

o Graficamente, temos

60
1

o |
n
3 o © °
o o]
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o ° o
8
o o

o | ° ° °
&
o | °
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°
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X
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Derivadas. Expansdo em série de Taylor.

Como encontrar 3y e 1 que minimizam a SQ?

o Abordagem 1
© Obter o vetor gradiente

VF(fo. 1) = (3’“(50,&) 6‘f(ﬂo,ﬁl)) |

oo 0h
Q Encontrar 30 e 31 tal que
Vf(BOa Bl) =0.

o Abordagem 2 - Obter a derivada analiticamente, mas resolver o
sistema numericamente.

@ Abordagem 3 - Obter a derivada e resolver o sistema numericamente.

@ Abordagem 4 - Usar um algoritmo de otimizacio genérico.
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Derivadas.

Expansdo em série de Taylor.

Vetor gradiente

o Chame y; — (8o + B1x;) = €.
o Chame Bg + Bixi = pi.
_ (Of(Bo, B1) O¢; Op; Of(Bo, B1) Oe; 3#/)
Vo, 1) = ( dej  pi OB’ Oej  pi OB/
onde
Of (Bo, P1) B
T 9a 96 Z 226’
(96,' _ 0 o
e~ ) = L
Oui
i _ 9 51 B =1
950 86050 b1
opi
8_51 = 8,3 BO""BIX/ = Xj
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Derivadas. Expansdo em série de Taylor.

Vetor gradiente

o Vetor gradiente,

VF (o, 1) = (—2 > 1) —22)

= (—2 Z(y,- —Bo—P1xi); —2) (vi—Bo— ﬁlXi)Xi> .

i=1 i=1

o Resolver o sistema de equacdes:

—23 (yi— Bo—P1xi) = 0 (1)
i=1
=23 (yi—Bo— Pixi)xi = 0 (2)
i=1

LEG/DEST/UFPR Matematica para Estatisticos 50 / 83



Derivadas. Expansdo em série de Taylor.

Resolvendo o sistema de equacdes

o Pela Eq. (1) temos,

Bo=7 - Az (3)

o Substituindo Eq.(3) em Eq. (2) e resolvendo em fj3;, temos

By = VO = 2ty Yixi
X 2?21 Xj — 2?21 X,'2
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Derivadas. Expansdo em série de Taylor.

Implementacdo em R

o Simulando um conjunto de dados.

set.seed(123)

b0 = 10

bl =5

x <- seq(0,10, 1 = 20)

mu <- bO + bl*x

y <- rnorm(20, mean = mu, sd = 5)
head(cbind(y, x), 4)

y X
[1,] 7.197622 0.0000000
[2,] 11.480691 0.5263158
[3,]1 23.056699 1.0526316
[4,]1 18.247279 1.5789474

H OoH OHHH
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Derivadas. Expansdo em série de Taylor.

Implementacdo em R

o Fazendo as contas.

bl <- (mean(y)*sum(x) - sum(y*x))/(mean(x)*sum(x) - sum(x"2))
b0 <- mean(y) - bl*mean(x)
c(b0,bl)

# [1] 11.470239 4.847576
# Conferindo

coef (Im(y ~ x))

# (Intercept) x
# 11.470239 4.847576
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Derivadas. Expansdo em série de Taylor.

Visualizando a reta ajustada
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Derivadas. Expansdo em série de Taylor.

Visualizando a superficie objetivo

b0
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Derivadas. Expansdo em série de Taylor.

Discussao

Derivadas sdo essenciais em estatistica.

Maximizar/Minimizar funcdes perda/objetivo.

O célculo é por vezes dificil e tedioso.

Solucdo de sistemas lineares é tedioso quando possivel.

Algebra linear ajuda a generalizar as solucdes.

Em situacBes mais gerais expressGes analiticas ndo serdo possiveis de
obter.

Métodos numéricos para resolucdo de sistemas lineares.

Métodos numéricos para resolucdo de sistemas n3o-lineares.
Métodos de otimizacao numérica.

®© 6 6 6 0 o

®© 6 o
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Aproximacdo da derivada por diferencas finitas.

Sumirio

© Aproximacio da derivada por diferencas finitas.
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Aproximacdo da derivada por diferencas finitas.

Diferenciacdo numérica

o Derivada dd uma medida da taxa na qual a varidvel y muda devido a
uma mudanca na variavel x.
o A func3o a ser diferenciada pode ser dada por uma funcdo f(x), ou
apenas por um conjunto de pontos (y;, x;).
o Quando devemos usar derivadas numéricas?
Q f'(x) é dificil de obter analiticamente.

Q f'(x) é caro para calcular computacionalmente.
© Quando a funcdo é especificada apenas por um conjunto de pontos.

o Abordagens para a diferenciacdo numérica

@ Aproximacio por diferencas finitas;
@ Aproximar a funcdo por uma outra funcdo de facil derivacado.
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Aproximacdo da derivada por diferencas finitas.

Aproximacao da derivada por diferencas finitas

(4]

Derivada f’(x) de uma funcdo f(x) no ponto x = a é definida como:

f'(a) = lim 71{()() — f(a).

X—a X — a

(]

Derivada ¢é o valor da inclinacdo da reta tangente a funcdo em x = a.
Escolhe-se um ponto x préximo a a e calcula-se a inclinacio da reta
que conecta os dois pontos.

A precisdo do céalculo aumenta quando x aproxima de a.
Aproximacdo numérica: func3o serd avaliada em diferentes pontos
préximos a a para aproximar f’(a).

(4]

e o
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Aproximacdo da derivada por diferencas finitas.

Aproximacao da derivada por diferencas finitas

o Férmulas para diferenciacdo numérica:

O Diferenca progressiva: Inclinacdo da reta que conecta os pontos
(xi, f(xi)) e (xiv1, F(Xis1)):

f(X,'_H_) — f(X,') .

Fix) = Xjr1 — Xi
1 1

Q Diferenca regressiva: Inclinacdo da reta que conecta os pontos
(xi—1, f(xi-1)) e (xi, f(x)):

f/(X,') _ f(Xi) — f(Xi—l) )

Xj — Xj—1
© Diferenca central: Inclinacdo da reta que conecta os pontos
(xi—1, f(xi-1)) e (g1, F(xit1)):
f(xit1) — F(xi-1)

f'(x;) = .
(XI) Xit+1 — Xi—1
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Aproximacdo da derivada por diferencas fi

llustracao: Derivada por diferencas finitas

x(x)
08

0.6

Diferenca finita progressiva

Diferenca finita regressiva

Diferenca finita central

o~ RE
i -
o o
= b=
Eo o
Eo o
o | © |
S S
< =
= S
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Aproximacdo da derivada por diferencas finitas.

Aproximacao da derivada por diferencas finitas

o Diferenca progressiva

dif_prog <- function(fx, x, h) {
df <- (fx(x + h) - fx(x))/( (x + h) - %)
return(df)

}

o Diferenca regressiva

dif_reg <- function(fx, x, h) {
df <- (fx(x) - fx(x - h))/( x - (x - h))
return(df)

}

o Diferenca central

dif_cen <- function(fx, x, h) {

df <- (fx(x + h) - fx(x - h))/( (x + h) - (x - h))
return(df)}
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Aproximacdo da derivada por diferencas finitas.

Exemplo: Aproximacao da derivada por diferencas finitas

3

o Considere f(x) = x3, assim f/(x) = 3x2.

fx <- function(x) x73

# Diferenca progressiva
dif_prog(fx, x = 2, h = 0.001)
# [1] 12.006

# Diferenca rTegressiva
dif_reg(fx, x = 2, h = 0.001)
# [1] 11.994

# Diferenca central
dif_cen(fx, x = 2, h = 0.001)
# [1] 12

# Ezata

3%272
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Aproximacdo da derivada por diferencas finitas.

Diferencas finitas usando expansao em série de Taylor

o As férmulas anteriores podem ser deduzidas usando expansido em série
de Taylor.

@ O namero de pontos para aproximar a derivada pode mudar.
o Vantagem da deducdo por série de Taylor é que ela fornece uma
estimativa do erro de truncamento.
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Aproximacdo da derivada por diferencas finitas.

Diferenca finita progressiva com dois pontos

o Aproximacao de Taylor para o ponto xj41

Fxis1) = ) + Flx)h+ 00 2

B+,

2!
onde h = Xj11 — X;.

_l’_

f‘l/l(Xi)
3!

o Fixando dois termos e deixando os outros termos como um residuo,

temos
f(X;+1) = f(X,') + fI(X,')h +

o Resolvendo para f’(x;), temos

F(€)

2
2!h.

f-/(Xi) — f(Xi—l-l) — f(Xi) _ f,/(f) h2.

h
@ Erro de truncamento,

f‘//
U8 e o(h).
2!
Matematica para Estatisticos
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Aproximacdo da derivada por diferencas finitas.

Diferenca finita regressiva com dois pontos

o Aproximacdo de Taylor para o ponto x;j_1

f(Xi—l) = f(X,') — f/(Xi)h—|- f//(XI)

h2

00) s,

onde h = x; — xj_1.

3!

o Fixando dois termos e deixando os outros termos como um residuo,

temos

f(X,'_l) = f(X,‘) — f/(X,')h +

@ Resolvendo para f'(x;), temos

fl/(g)
Th?

) e,

f —f
f-/(Xi) — (Xl) (Xl 1) +
h
o Erro de truncamento, ,
F(€) 2
e = 0(h).
Matematica para Estatisticos
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Aproximacdo da derivada por diferencas finitas.

Diferenca finita central com dois pontos

o Aproximacdo de Taylor para o ponto xj41

e "
Floxia) = F0a) + F Ot To e T8

onde &; esta entre x; e Xjy1.
o Aproximacdo de Taylor para o ponto xj_1

f'(x; £
Floxi 1) = F) — F Ot To e T
onde &5 estd entre xj_1 € X;.

o Subtraindo as equagdes acima, temos

Flxii) — F(xi1) = 2F (xi)h+ f///:)flfl) <3 f///:)f!&) "3

o Resolvendo para f'(x;), temos

F(x;) = f(xi+1) — f(xi-1)

2
o +O(h?).
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Aproximacdo da derivada por diferencas finitas.

Diferenca finita progressiva com trés pontos

o Aproxima f’(x;) avaliando a fungdo no ponto e nos dois pontos
seguintes Xjy1 € Xj42.
o Aproximacdo de Taylor em xj11 e Xj42,

f”(x,) (&)
"+ Vg, (4)

f(X,'_H) = f(X,') + f/(X,')h +

f(xiv2) = F(xi) + (%)

o Equacdes 4 e 5 sdo combinadas de forma que os termos com derivada
segunda desaparecam.
@ Multiplicando Eq. 4 por 4 e subtraindo Eq. 5, temos

4(&) 5 (&)
3! 3!

4f(X,'+1) — f(X,'+2) = 3f(X,‘) + 2fI(X,')h + (2h)3.
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Aproximacdo da derivada por diferencas finitas.

Diferenca finita com trés pontos

@ Resolvendo em f'(x;), temos

fI(X,') — _3f(Xi) + 4f(2);11+1) B f(Xi—|—2) + O(h)

o Diferenca finita regressiva com trés pontos

(o) = T=2) = 4fé’2‘1) £3709) | o(h).
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Aproximacdo da derivada por diferencas finitas.

Foérmulas de diferencas finitas para a segunda derivada

o Usando as mesmas idéias podemos aproximar a derivada segunda de
uma funcdo qualquer por diferencas finitas.

o A derivacdo das féormulas sao idénticas, porém mais tediosas.

o Férmula diferenca central com trés pontos para a derivada segunda

_ fxic1) = 2f(xi) + f(xit1)

f(x;) = + O(h?).
o Diferenca central com quatro pontos
f”(X,') _ —f(X,'_2) + 16f(X,'_1) — 30f(X,) =+ ]_6f(X,'+1) — f(Xi+2)—|—O(h4)

12h2

LEG/DEST/UFPR Matematica para Estatisticos 70 / 83



Aproximacdo da derivada por diferencas finitas.

Foérmulas de diferencas finitas para a segunda derivada

(7]

Diferenca progressiva com trés pontos

f(xi) — 2f(xi41) + f(Xit2)

f'(x) = 12 + O(h).
o Diferenca regressiva com trés pontos
f”(X,') _ f(Xi—2) - 2f(Xi—l) + f(X,') + O(h)

h2

(4]

Uma infinidade de férmulas de vérias ordens estdo disponiveis.
Férmulas de diferenciacdo podem ser obtidas usando polinémios de
Lagrange.

(]
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Aproximacdo da derivada por diferencas finitas.

Erros na diferenciacdo numérica

Em todas as férmulas o erro de truncamento é funcio de h.

h é o espacamento entre os pontos, i.e. h = Xxj11 — X;.

Fazendo h pequeno o erro de truncamento serd pequeno.

Em geral usa-se a precisdo da maquina, algo como 1le~ 10,

O erro de arredondamento depende da precisdo finita de cada
computador.

Mesmo que h possa ser tao pequeno quanto desejado o erro de
arredondamento pode crescer quando se diminue h.

®© ©6 6 0 o

(7]
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Aproximacdo da derivada por diferencas finitas.

Extrapolacdo de Richardson

o Extrapolacdo de Richardson é usada para obter uma aproximacao mais
precisa da derivada a partir de duas aproximacdes menos precisas.

o Considere o valor D de uma derivada (desconhecida) calculada pela
férmula

D = D(h) + kah?® + keh*, (6)

onde D(h) aproxima D e ky e kq sdo termos de erro.
@ O uso da mesma férmula, porém com espacamento h/2 resulta

=0k (d) +k(d) ™)
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Aproximacdo da derivada por diferencas finitas.

Extrapolacdo de Richardson

o A Eq. 7 pode ser rescrita (ap6s multiplicar por 4):

4D—4D(ﬁ)+kh2 kh—4 8
= 5 2 +44- (8)

o Subtraindo 6 de 8 elimina os termos com h? e fornece

3D:4D§)+Dw) myf (9)

@ Resolvendo 9, temos

h4

D= @m%+0m0—m_ (10)

wIH
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Aproximacdo da derivada por diferencas finitas.

Extrapolacdo de Richardson

o O erro na Eq. 10 é agora O(h*). O valor de D é aproximado por

D= % (40(2) + D(h)) + O(h*).

o A partir de duas aproximacGes de ordem inferiores, obtemos uma
aproximagdo de O(h*) mais precisa.
. . . ~ 4
@ Procedimento a partir de duas aproximacdes com erro O(h*) mostra
que

D= % (160(3) 4 D(h)> + O(K).

o Aproximacao ainda mais precisa.
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Aproximacdo da derivada por diferencas finitas.

Exemplo: Extrapolacdo de Richardson

o Calcule a derivada de f(x) = 2 no ponto x = 2.

log(2)2 x
@ Soluc3o exata: ﬂ—L 22
@ Solucdo numérica usando dlferenca central

fx <- function(x) (27x)/x

fpx <- function(x) (log(2)*(27x))/x - (27x)/x"2
erro <- fpx(x = 2)/dif_cen(fx = fx, x = 2, h = 0.2)
(erro-1)*100

# [1] 0.345544

o Extrapolacdo de Richardson

D2 <- dif_cen(fx = fx, x = 2, h = 0.2/2)
D <- dif_cen(fx = fx, x = 2, h = 0.2)
der <- (1/3)*( 4%D2 - D)

erro2 <- fpx(x = 2)/der

(erro2-1)*100

# [1] -0.001585268



Diferenciacdo parcial numérica.

Sumirio

@ Diferenciacio parcial numérica.
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Diferenciagao parcial numérica.

Derivadas parciais

o Para funcGes com muitas varidveis, a derivada parcial da funcdo em
relacdo a uma das variaveis representa a taxa de variacao da funcdo em
relacdo a essa variavel, mantendo as demais constantes.

@ Assim, as férmulas de diferencas finitas podem ser usadas no célculo
das derivadas parciais.

o As férmulas sdo aplicadas em cada uma das variaveis, mantendo as
outras fixas.

@ A mesma ideia se aplica para derivadas de mais alta ordem.
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Diferenciagao parcial numérica.

Implementacdo: Derivadas parciais

o Derive (B0, 81) = >it1 lvi — (Bo + B1xi)|-
o Férmula dois pontos central

dif_cen <- function(fx, pt, h, ...) {
df <- (fx(pt + h, ...) - fx(pt - h, ...))/(C (pt + h) - (pt - h))
return(df)

}

o Funcdo a ser diferenciada

fx <- function(par, y, x1) {sum ( abs( y - (par[1] + par[2]*x1)) )}

o Gradiente usando diferencas finita.

grad_fx <- function(fx, par, h, ...) {
fbetaO <- function(betal, betal, y, x) fx(par = c(betal, betal), y =y, x = x)
fbetal <- function(betal, betaO, y, x) fx(par = c(betal, betal), y =y, x = x)
db0 <- dif_cen(fx = fbetalO, pt = par[1], h = h, betal = par[2], y =y, x = x)
dbl <- dif_cen(fx = fbetal, pt = par[2], h = h, beta0d = par[1], y =y, x = x)
return(c(db0, dbil))
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Diferenciagao parcial numérica.

Exemplo: Derivadas parciais

o Simulando y;’s e x;'s.
set.seed(123)

x <- runif (100)
y <- rnorm(100, mean = 2 + 3#*x, sd = 1)

o Gradiente numérico

grad_fx(fx = fx, par = c¢(2, 3), h = 0.001, y =y, x1 = x)

# [1] 6.000000 2.272805

o Gradiente analitico

c(sum(((y - 2 - 3*x)/abs(y - 2 -3*x))*(-1)),
sum(((y - 2 - 3#x)/abs(y - 2 -3*x))*(-x)))

# [1] 6.000000 2.272805
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Fungdes residentes do R para diferenciagcdao numeérica.

Sumirio

© Funcdes residentes do R para diferenciacio numérica.
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Fungdes residentes do R para diferenciagcdao numeérica.

Uso de funcdes residentes do R para diferenciacao
numérica.

o Pacote numDeriv implementa derivadas por diferenca finita.
o Gradiente

require (numDeriv)
args (grad)

# function (func, x, method = "Richardson", method.args = list(),
# o)
# NULL

@ Hessiano
args(hessian)
# function (func, x, method = "Richardson", method.args = list(),

# e
# NULL
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Fungdes residentes do R para diferenciagcdao numeérica.

Exemplo de aplicacao

grad(func = fx, x = c(2, 3), y

# [1] 6.000000 2.272805

=y, x1 = x)

hessian(func = fx, x = c(2, 3), y =y, x1 = x)

[,1] [,2]
1,] 58.91271 29.53710

#
# [1,]
# [2,] 29.53710 48.86648
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