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Comentarios Iniciais

Comentarios

Agradecimentos

@ Recursos

o Pdgina: http://www.leg.ufpr.br/mcie
o cédigos e versdes atualizadas !!!

@ Principal ptblico alvo: graduacio a inicio de PG

@ MotivagGes e Propésitos

e Experiéncias/exposi¢do das geracdes

o Facilidade de recursos computacionais e linguagens

@ Uso de rotinas versus implementagdo/teste/ilustracdo/aprendizado

@ Uso critico e avaliacdo e apreciacdo das limitacdes de rotinas@
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Comentarios Iniciais

Conteudos

@ texto x apresentacao
© Verossimilhanca - idéias e conceitos basicos e exemplos

@ Modelos de regressdo (GLM, Simplex, Subdisperso, Ndo Linear, Proc.
Poisson ndo Hom.)

© Modelos de efeitos aleatérios (Espaciais, GLMM, Beta Longitudinal,
TRI, Linear Dindmico)

@ Modelos dindmicos

© (Inferéncia Bayesiana)

@ Clonagem de dados

@ INLA - Integrated Nested Laplace Aproximation - fundamentos

O INLA - exemplos (regressdo dindmica e modelos espaco-temporais)
@ Omissdes do material / OmissGes no material Py
@ Foco: inferéncia por verossimilhanca e alguns métodos num@
@ incursGes eventuais em inferéncia Bayesiana
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Comentarios Iniciais

Paradigmas para inferéncia

o Paradigmas

o Frequentista (espago amostral / Newman-Pearson)
o Verossimilhanca
o Bayesiano
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Paradigmas para inferéncia

o Paradigmas

o Frequentista (espago amostral / Newman-Pearson)
o Verossimilhanca
o Bayesiano

o Diferentes perguntas:
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Paradigmas para inferéncia

o Paradigmas

o Frequentista (espago amostral / Newman-Pearson)
o Verossimilhanca
o Bayesiano

@ Diferentes perguntas:

o O que devo fazer?
e O que os dados dizem?
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Paradigmas para inferéncia

o Paradigmas

o Frequentista (espago amostral / Newman-Pearson)
o Verossimilhanca
o Bayesiano
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o O que devo fazer?
e O que os dados dizem?
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Paradigmas para inferéncia

o Paradigmas

o Frequentista (espago amostral / Newman-Pearson)
o Verossimilhanca
o Bayesiano

@ Diferentes perguntas:

o O que devo fazer?
e O que os dados dizem?
o Em que devo acreditar?

e Uma provocagdo a reflexdo (Royall, 1997:)
“Fortunatelly we are not forced to choose either of these two evils,
the sample-space dependence of the frequentists or the prior
distribution of the Bayesians.
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Comentarios Iniciais

Exemplo introdutério

Visitando um exemplo simples:
e Populagdo: X ~ B(0)

@
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Comentarios Iniciais

Exemplo introdutério

Visitando um exemplo simples:
e Populagdo: X ~ B(0)

@ Amostra: x1,...,Xp
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Comentarios Iniciais

Exemplo introdutdrio

Visitando um exemplo simples:
e Populagdo: X ~ B(0)

@ Amostra: x1,...,Xp

@ O que podemos falar sobre 67
e Qual a informac3o contida na amostra?

o Consideram-se outras fontes de informagio?
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Comentarios Iniciais

Exemplo introdutdrio

Visitando um exemplo simples:
Populagdo: X ~ B(6)

@ Amostra: x1,...,Xp

O que podemos falar sobre 67
e Qual a informac3o contida na amostra?

o Consideram-se outras fontes de informagio?

. - . "X
@ informag3o na amostra resumida por (n,y = %) 7

e
(L O bt
N\
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Espaco do Modelo

@ O espaco definido pelo modelo (3-D)

(o
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Espaco do Modelo

@ O espaco definido pelo modelo (3-D)
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Objetivos de Inferéncia

Objetivos de inferéncia e a fungdo de verossimilhanca

L(Bly=60)
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Elementos

o funcao de verossimilhanca
probabilidade da amostra obtida para diferentes valores de 6
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Elementos

o funcao de verossimilhanca
probabilidade da amostra obtida para diferentes valores de 6

@ melhor estimador

y
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Comentarios Iniciais

Elementos

o funcao de verossimilhanca
probabilidade da amostra obtida para diferentes valores de 6

@ melhor estimador

@ conjunto de valores razoavelmente compativeis com a amostra
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Comentarios Iniciais

Elementos

o funcao de verossimilhanca
probabilidade da amostra obtida para diferentes valores de 6

@ melhor estimador
@ conjunto de valores razoavelmente compativeis com a amostra

@ decidir entre dois valores o0 mais compativel com a amostra

®
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Elementos

funcdo de verossimilhanca
probabilidade da amostra obtida para diferentes valores de 6

@ melhor estimador

conjunto de valores razoavelmente compativeis com a amostra
@ decidir entre dois valores o0 mais compativel com a amostra

@ decidir se a amostra é compativel com certo valor 6y de interesse?
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Elementos

funcdo de verossimilhanca
probabilidade da amostra obtida para diferentes valores de 6

@ melhor estimador

@ conjunto de valores razoavelmente compativeis com a amostra

@ decidir entre dois valores o0 mais compativel com a amostra

@ decidir se a amostra é compativel com certo valor 6y de interesse?

@ suposi¢cdes/pressupostos
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Comentarios Iniciais

Elementos

funcdo de verossimilhanca
probabilidade da amostra obtida para diferentes valores de 6

@ melhor estimador

@ conjunto de valores razoavelmente compativeis com a amostra

@ decidir entre dois valores o0 mais compativel com a amostra

@ decidir se a amostra é compativel com certo valor 6y de interesse?
@ suposi¢cdes/pressupostos

@ relacGes e contrastes com outros métodos
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Inferéncia Bayesiana

@ Extens3o da definicdo do modelo
[Y16] ~ B(n,0)
[0] ~ Pr(a, b) (priori)
@ permite obter (via teorema de Bayes)
[0ly] ~ m(a*, b*) (posteriori)
@ Analogias diretas para estimagdo (pontual e intervalar),

@ ... mas ndo para testes de hipdtese
(valores na posteriori sem analogias diretas com razdo de

verossimilhangas). (@):*@z
=
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Comentarios Iniciais

Funcao de Verossimilhanca

Definicao informal:

Dada pela expressdo da distribuicdo conjunta de todas as v.a.’s
observdveis (Y ) o modelo. ou Distribuicdo conjunta de todas as v.a.’s
especificadas no modelo, integrada sobre as ndo observaveis.

Notacdo: [] (fungdo de) distribuicdo de -

Casos de particular interesse:

@ Distribuicdes e modelos de regressao

[Y16]
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Funcao de Verossimilhanca

Definicao informal:

Dada pela expressdo da distribuicdo conjunta de todas as v.a.’s
observdveis (Y ) o modelo. ou Distribuicdo conjunta de todas as v.a.’s
especificadas no modelo, integrada sobre as ndo observaveis.

Notacdo: [] (fungdo de) distribuicdo de -

Casos de particular interesse:

@ Distribuicdes e modelos de regressao

[Y]6]
@ Modelos hierdrquicos (mistos, efeitos aleatérios, longitudinais,

espaciais, etc)

[Y1]0] = /[Y, b|0]d b= /[Y’b) 0][b|0]d b 7
K@:ﬁz;?;z&:ia‘: """""""
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Funcao de Verossimilhanca

Definicao informal:

Dada pela expressdo da distribuicdo conjunta de todas as v.a.’s
observdveis (Y ) o modelo. ou Distribuicdo conjunta de todas as v.a.’s
especificadas no modelo, integrada sobre as ndo observaveis.

Notacdo: [] (fungdo de) distribuicdo de -

Casos de particular interesse:

@ Distribuicdes e modelos de regressao

[Y16]

@ Modelos hierdrquicos (mistos, efeitos aleatérios, longitudinais,
espaciais, etc)

[v]0] = /[v, bl6]d b = /[be, 0l[b|6]d b

(@ """""""
@ inclui Inf. Bayesiana com especificacdo de [0] —
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Comentarios Iniciais

Expressao da Verossimilhanca |

V.A. observavel discreta (ndo ha ambiguidade)
L(0) = PolY = y]

Exemplo: Y ~ P(0)

1(0) — T exp{—0}0Yi B exp{—nfH}o>i=1 Vi
=0

o exp{—nf}gXi=1 Vi

i=1
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Comentarios Iniciais

Expressao da Verossimilhanca Il

V.A. continua: medigcao a certa precisao (y; < y; < yis)
@ Forma mais geral

L(O) = Polyir < y1 < y15s-- Y0l < ¥Yn < Yns]
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Expressao da Verossimilhanca Il

V.A. continua: medigcao a certa precisao (y; < y; < yis)
@ Forma mais geral

L(O) = Polyir < y1 < y15s-- Y0l < ¥Yn < Yns]

@ Sob independéncia

L(0) = Poly1r < y1 < yas]- Polyar < y2 < yas]. .. Polyni < yn < yns]

n
= H Polyir < yi < yis]
i=1

@
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Comentarios Iniciais

Expressao da Verossimilhanca Il

V.A. continua: medigcao a certa precisao (y; < y; < yis)
@ Forma mais geral

L(O) = Polyir < y1 < y15s-- Y0l < ¥Yn < Yns]

@ Sob independéncia

L(0) = Poly1r < y1 < yas]- Polyar < y2 < yas]. .. Polyni < yn < yns]

n
= H Polyir < yi < yis]
i=1

@ Se grau de precisdo comum, (y; —6/2 < Y; <y; +0/2);

yi+6/2
(vi)-

LO) =TT Polyi —6/2< Yi<yi+6/2] = / oy
E ,1:[1 yi—6/2 ‘@mﬁ
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Expressao da Verossimilhanca Il (cont)

@ alto grau de precisdo (0 é pequeno em relagdo a variabilidade dos

dados)
L(0) ~ <H f(yi, 8 > )
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Expressao da Verossimilhanca Il (cont)

@ alto grau de precisdo (0 é pequeno em relagdo a variabilidade dos

dados)
L(9 (H f yi, 0 > )

@ e se ) ndo depende dos valores dos pardmetros

0)~ ] f(.0)
i-1

(@ o g
-
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Comentarios Iniciais

Expressao da Verossimilhanca Il (cont)

@ alto grau de precisdo (0 é pequeno em relagdo a variabilidade dos

dados)
L(6) ~ (ny,, >

@ e se ) ndo depende dos valores dos pardmetros
n
0) ~ ] f(vi.0)
i=1

@ observagdes ndo independentes - densidade multivariada:

L(0) ~ f(y,0) Q)

& Geoinformacao.

&/
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Verossimilhanca e Informacao

Considere Y ~ N(6,1) e as as seguintes observagdes.
Q x=245
Q09<x<4
© somente o maximo de uma amostra de tamanho cinco é fornecido
X5) =35

u < Ceantomacda
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Comentarios Iniciais

Verossimilhanca e Informacao

Considere Y ~ N(6,1) e as as seguintes observagdes.
Q x=245
Q@ 09<x<4
© somente o maximo de uma amostra de tamanho cinco é fornecido
X5) =35
Verossimilhanca:

SN o 1
L(O;x) =o(x—0) = Nt
Li = L(0;x =2.45) =¢p(x —0) =

exp{~ 5 0x ~ 67},

(-3 (245 - 07,
Ly =L(0;0,9 < x <4)=d(4—0)— (0,9 —90);
Ls = L{B:x(s) = 3.5) = m{®(xn) = )" 0) — )

Para dltima - argumento multinomial e com P

F(y) = P(X{n} S y) = P[X{I} < y \V/I # ne X{n} — y] \\‘77//,%6&0\"@"\5”

Bonat et. al (LEG/UFPR) MCIE 20° SINAPE, 30-31/07/2012
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Comentarios Iniciais

Verossimilhanca e Informacao (cont)

L1 <- function(theta) dnorm(2.45, m=theta, sd=1)
L2 <- function(theta)

pnorm(4,mean=theta,sd=1)-pnorm(0.9,mean=theta,sd=1)
L3 <- function(theta)

5xpnorm(3.5,m=theta,s=1)"4 * dnorm(3.5,m=theta,s=1)

34 S| oo ye2as \ - y=2.45!
KN 0,9<y<4 Vo 0.9<y<4
RN e visess LY -i- yi51=95
@ L — conjunta oa conjynta

0.6

L)

0.4

o
s
2

© T T T T T T T T T T T T

o 1 2 3 4 5 o 1 2 3 4 5

8 [
eomlomacia
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Comentarios Iniciais

Formas alternativas

@ Verossimilhanca:

L(9)
@ Verossimilhanca Relativa:
LR(9) = L(e)
L(9)

o log-Verossimilhanca:

1(0) = log{L(0)}
@ Deviance:
D(9) = —2log{LR[6]} = —2{/[¢] — /[4]}
EMV: 6 = supg L[0] f@:ﬁz:m:i:: """""""

Quando possivel obtido por: = maxg!/[f] Nt
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Exemplo: distribuicao Poisson

exp{—n6}6"
H?:l Yil
LR[9] = exp{—n(0 — 0)}(6/0)"Y
110] = —n(6 + Y log(6) — log(Y;!))
D(0) = —2n{(0 — ) — Y log(0/0)}

Lo =

Para uma a.a. de observacbes pontuais:
=Y
(@“‘:“gz:m:i;: """""""
-/
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Comentarios Iniciais

Exemplo: Distribuicdo Poisson

O Cédigo 1

veroPois <- function(par, dados, tipo, maxlogL){
tipo = match.arg(tipo, choices=c("L","LR","logL","dev"))
11 <- sapply(par, function(p) sum(dpois(dados, lambda=p,
log=TRUE)))

return(switch(tipo, "L" = exp(1l),

"LR" = exp(ll-maxlogLl),

"logL" = 11,

"dev" = 2*(maxlogL-11)))}

O Cédigo 2

veroPois <- function(par, amostra, tipo="logL", maxlogL){
tipo = match.arg(tipo, choices=c("L","LR","logL","dev"))
11 <- with(amostra, -n*par + soma * log(par))
return(switch(tipo, "L" = exp(1l),
"LR" = exp(ll-maxlogL),
"logL" = 11,
"dev" = 2*(maxlogL-11)))}

Bonat et. al (LEG/UFPR) MCIE 20° SINAPE, 30-31/07/2012
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Exemplo: Distribuicdo Poisson (cont)

mll <- veroPois(emv, amostra=am, tipo="logL")

curve (veroPois(x, amostra=am, tipo="dev", maxloglL=mll), 8, 11,
ylab=expression(D(lambda)), xlab=expression(lambda))

b S g wn 1)
4 = @
3 - I < -
N ~ o 0 — o
2§ 231 241 2
48 3 =1 0
N I 0 =
1 S 7 o
& i o
T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
8.0 9.0 10.0 11.0 8.0 9.0 10.0 11.0 8.0 9.0 10.0 11.0 8.0 9.0 10.0 11.0
A A A A

@) | Laboratério de Estatistica
& Geoinformacao.
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Funcoes de Interesse

e Funcido escore: U(#) = I'(0)
@ Hessiano e Informac3o observada: Ip(0) = —H(6) = —1"(0)
@ Informagdo Esperada: Ig(0) = Ey[lo(0)]

A ~

e Estimadas: /p(0) e Ig(6)
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Funcoes de Interesse

e Funcdo escore: U(0) = I'(9)

@ Hessiano e Informagdo observada: /p(0)
@ Informagdo Esperada: Ig(0) = Ey[lo(0)]
e Estimadas: lo(0) e Ig(f)

Propriedades assintéticas:

o 0 ~ NMy(0, I£(0)1)

@ Assintoticamente equivalentes:

KD> SIS
¢
§
Q.
—
\_%
-
Qo
—~
|
N

|
—
o

o D(8) = —2[1(8) — 1(9)] ~ x3

Bonat et. al (LEG/UFPR) MCIE
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Comentarios Iniciais

Exemplo: Distribuicdo Poisson (cont)

n

o) =11

exp{—0}0Yi  exp{—nfloxiaYi exp{—nB}6"Y
Yi! -
i=1

[yt I v
1) = —nf+ (D Yi)log(8) — > log il = —n(6 — ¥ log(6) — log ;1)
i=1 i=1
U) =—n+ Zi:el Yi —n(1l— g)
5 . "y
U(e):o—wzz'nl =Y
i Yi Y D) = 1) =
lo(0) = =23— = 77+ 1e(0) = 55 To(0) = 1e(9) =
V(@) = I21(0) =~ 151(0) ~ 1510

. n
XLy Y
)= 1e(0) @ e
=
MCIE
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Exemplo: Distribuicdo Poisson (cont)

Funcido escore:
UPois <- function(lambda, amostra){

return(with(amostra, n - soma/lambda))

}

Hessiano (negativo da Informag3o observada):
HPois <- function(lambda, amostra){

return(with(amostra, -soma/lambda~2))

}

Informac3o esperada:

IePois <- function(lambda, amostra){
return(with(amostra, n/lambda)) ;;
20
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Comentarios Iniciais

Estimacao

Objetivos de inferéncia e a funcdo de verossimilhanca

L(Bly=60)

y
(IF2T0) ) avoratsio se stisicn
Uuemmmwazau

20° SINAPE, 30-31/07/2012 23 /61

Bonat et. al (LEG/UFPR) MCIE



Obtendo o EMV

@ analiticamente:
estudando comportamento de /(#) ou resolvendo U(f) =0
@ numericamente (otimizagdo/aproximagdes numéricas)
e Solucgdo da(s) equagdo(Bes) de estimagdo (fun¢do escore)
@ com uso de derivadas (ex: Newton-Raphson)
@ sem uso de derivadas (ex: Brent)

e Maximiza¢go da fun¢&o de (log)-verossimilhanca
Outros (ex: EM)

Simulagdo (ex: verossimilhanga Monte Carlo, data-cloning, . ..)

(]

Aproximagdes da verossimilhanga (pseudo-verossimilhangas)
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Comentarios Iniciais

Estimadores e Inferéncia

@ Andlogos para distribuicdes posteriori em Inferéncia Bayesiana
@ maximizacdo numérica: mais comum em EMV

@ simulagdo: mais usual em Inferéncia Bayesiana

(@‘/“ e e
&
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Newton Raphson: expansdo (Taylor) de 17 ordem de U(6):

Ar-i—l — )\r .

maxit <- 100; lambdaNR <- 5; iter <- 0; d <- 1
while(d > 1le-12 & iter <= maxit){
lambdalNR.new <-
lambdaNR - UPois(lambdaNR, am)/HPois(lambdaNR, am)
d <- abs(lambdaNR - lambdaNR.new)
lambdaNR <- lambdaNR.new ; iter <- iter + 1

c(lambdaNR, iter)
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Comentarios Iniciais

Exemplo: Distribuicdo Poisson (cont)

@ Solu¢do de equagdo U(#) = 0:

uniroot (UPois, interval=range(y), amostra=am)$root

@ Maximizacdo da verossimilhanca

optimize(veroPois, interval=range(y), maximum=TRUE, amostra=am)
optim(par = median(y), fn=veroPois, control=list(fnscale=-1),
amostra=am, hessian = TRUE)

e uso do gradiente: argumento gr = Upois
o pode retornar hessiano estimado
(H(0) = —Io(0) obtido numericamente)
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Comentarios Iniciais

Intervalo de Confianca

Objetivos de inferéncia e a fungdo de verossimilhanca

L(Bly=60)

(IF2T0) ) avoratsio se stisicn
Uuemmmmazau

20° SINAPE, 30-31/07/2012 2861
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Comentarios Iniciais

Estimacao por Intervalo

Definicao informal:
Regido de valores do pardmetro com compatibilidade aceitavel com
os dados .

Definicdo do "ponto de corte” que define a regido por:
a) evidéncia relativa em LR(0):

b) comportamento assintético D(6) ~ X,Qgi

c) interpreta¢do probabilistica direta em Inf. Bayesiana (quantis ou
HPD)
Ou seja, evidéncia avaliada por:
@ analogia sobre diferencas em LR(6), /(6)ouD(6)

@ referéncia probabilistica -
OBS: LR(#) e D(0) sdo adimensionais. ‘\@'/
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Comentarios Iniciais

Relacoes entre critérios de corte

LR(0) > r na fungdo de verossimilhancga relativa
) — 1(#) > ¢ na fungdo de log-verossimilhanca
c* na fungdo deviance

)
=
IN
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Comentarios Iniciais

Relacoes entre critérios de corte

@ LR(A) > r na fun¢do de verossimilhanga relativa
e /(0) — 1(#) > ¢ na fungdo de log-verossimilhanca
e D(#) < c¢* na fungdo deviance
LR(O) > r
1(0) — 1(6) < —log(r) = c
D(6) = —2[I(6) — 1(9)] < |0g( )=
c* =2c=—2log(r) — = e*C/2

@
\ o)
N
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Comentarios Iniciais

Relacoes entre critérios de corte

@ LR(A) > r na fun¢do de verossimilhanga relativa
e /(0) — 1(#) > ¢ na fungdo de log-verossimilhanca
e D(#) < c¢* na fungdo deviance
LR(O) > r
1(0) — 1(0) < — Iog(r) =c
D(6) = —2[I(6) — 1(9)] < ( )=¢
c*=2c=—2log(r) — r=e"¢=e /2

D(0) = lo(B)(0 — 6)* ~ X*(1)
VDI~ 1"%(B)(0 ) ~ N(0,1)
c* é um quantil da X%l) ou, equivalentemente, (@_\ ,,,,,,,,,
v/c* é um quantil da N(0,1). —
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Comentarios Iniciais

Relacoes entre critérios de corte

*

c —c/2

c*=2c=-2log(r) —r=e “=e

Relagdes entre intervalos baseados no corte na LR[6]
e por limites de probabilidade.

r c ¢t z=+c* P[Z] <V
50% 0,693 1,386 1,177 0,761
26% 1.347 2694 1,641 0,899
15% 1,897 3,794 1,948 0,949
36% 3,324 6,648 2578 0,990
(|og)
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Comentarios Iniciais

analogia...

@) | Laboratério de Estatistica
& Geoinformacao.
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Comentarios Iniciais

Limites do Intervalo

Q@ Solugdo de equagdo (analitica ou numérica)

o LR(O)=r
o I(6)—1(0)=c
e D(B)=c*
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Comentarios Iniciais

Limites do Intervalo

© Solu¢do de equagdo (analitica ou numérica)

o LR(A)=r
o 1(0) —1(0) = c
o D(0) = c*

@ Aproximacio quadrética (Taylor)
D(6) = —2[I(0) — 1(0)] =
_ {[/(é) +(0—0)()+ %(9 —0R1(D)] - /(é)}
D(#) = —(0 — 6)*1"(A) < ¢

C*

=0+ _
—17(6)

@ ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
N
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Comentarios Iniciais

Limites do Intervalo

© Solu¢do de equagdo (analitica ou numérica)

o LR(A)=r
o 1(0) —1(0) = c
o D(0) = c*

@ Aproximacio quadrética (Taylor)
D(6) = —2[I(0) — 1(0)] =
_ {[/(é) +(0—0)()+ %(9 —0R1(D)] - /(é)}
D(#) = —(0 — 6)*1"(A) < ¢

C*

=0+ _
—17(6)

aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa

(P
T N . A L € St

© equivaléncia com a Distribui¢do assintética: 6 ~ NMy(0, IE(@)
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Comentarios Iniciais

Exemplo: Exponencial (i.i.d.)

f(yi,0) = 0exp{—0y;} y>0;6>0
F(yi,0) =1—exp{—0y;} y>0;0>0
L(0) = 0" exp{—0ny}

1(6) = nlog(8) — 6ny

ug) = g — ny
H(6) = —9—’72 (depende do valor de 9!!)
0=1/y (oo —
Cddigo R
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Comentarios Iniciais

Exemplo: Exponencial (cont)

Intervalos de confianca
© Corte na deviance: (solugdo apenas numericamente)

D(0) = 2n[log (9/9) +y(0—0)<c
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Comentarios Iniciais

Exemplo: Exponencial (cont)

Intervalos de confianca

© Corte na deviance: (solugdo apenas numericamente)

D(0) = 2n[log (é/e) +y(0—0)<c

@ Aproximacao quadratica:
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Comentarios Iniciais

Exemplo: Exponencial (cont)

Intervalos de confianca

© Corte na deviance: (solugdo apenas numericamente)

D(6) = 2n[log (é/a) +y(0 -0 < ¢
@ Aproximacao quadratica:
AN\ 2
0—0
D(0) =~ n ~
0=n(";")
(éL ~ 01— /o /n) , By ~B(1+ \/c*/n)>
© Distribuigio assintética: I71(0) ~ I5%(0) = 0?/n
é\ + Za\/ V(é) (@ aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa
A A A 2 A A A \\7/, & Gedinformacao
0, =0 —za0/\/n e 01=04%za0/\/n
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Comentarios Iniciais

Exemplo: Distribuicdo Exponencial (cont)

ICdevExp <- function(theta, theta.hat, y, nivel=0.95){
n <- length(y)
dv <- 2*n*( log( theta.hat/theta) + mean(y)*(theta- theta.hat))
return(dv - qchisq(nivel,df=1))

require(rootSolve)
uniroot.all(ICdevExp, interval=c(0,10), theta.hat=1/mean(y),y=y)

e ] ©
A —— Deviance
o —— Aproximagédo Quadratic:
@
2
Dl
© |
z° 21
4 a
<
c 7 o~
N “ -
o
o4
T T T T T T T T T T T T T T
08 10 12 14 16 18 20 08 10 12 14 16 18 20 tistc
6 ]
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Comentarios Iniciais

Reparametrizacao

Caso univariado (ou reparametrizagdo 1-1)

¢ =g(0)
Como fazer inferéncias sobre ¢?

@ estimacao pontual
@ estimacdo por intervalo

@ testes de hipdtese

Um resultado fundamental: invaridncia da verossimilhanca:

I(¢i) = 1(g(0:)) = 1(0:)

e
USFY oz
&/
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Comentarios Iniciais

Reparametrizacao

Duas alternativas iniciais:
@ Reescrever a funcio de verossimilhanca e “recomecar” do zero:
o Pontual: ¢ = argmax{/(¢)}
o Intervalar:

(</3,,<;35) baseado em /(¢) (1)
(é1,65) baseado em T(¢) (2)

@ “Aproveitar” resultados da inferéncia ja obtida para 6:
o Pontual: ¢ = g() (invariancia)
o Intervalar:

(g(81), g(fs)) transformacio dos limites em /() (invariancia)  (3)
(g(0),g(fs)) transformacio dos limites em 7(0) (4)

Estimativas pontuais: iguais em ambos casos P

aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa
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Comentarios Iniciais

Reparametrizacao

@ Resultados exatos baseados na verossimilhanca:
o ¢ =g() o .
o IC por corte: (¢r,0s5) = (g(0)),g(0s))

@ Aproximagdes quadraticas da verossimilhanca

e aproximacio Z(H) : (g~(§,~),g(§5))
o aproximagdo /(¢) : (¢1,¢s)

@ Distribuicdo assintética do estimador pelo Método delta:

Var() = [g/(O)2[e(0)] 7 — [se(d) = g/ (O)Ile(0)] 2]

Assintoticamente: ¢ = g(o ) N(o, [ (D)]?[1e(9)]71)

e -
=/

Bonat et. al (LEG/UFPR) MCIE 20° SINAPE, 30-31/07/2012 39/61



Método delta

¢ = g()
Teorema

(Método delta). Seja 0 um estimador de 6 para uma amostra de tamanho
n tal que

V(0 —0) = N(0,02).

Ent3o, para qualquer fungdo g(-) que é diferencidvel ao redor de 6 e
H(0) # 0, tem-se que

Vn(g(9) — g(8)) — N(0, 3| (8)?).

Em temos do TCL, aplica-se a funcdes da média amostral.

Produz uma aproximagdo quadratica da vesossimilhanca de w5
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Comentarios Iniciais

Reparametrizacao

o ideal: Resultados exatos baseados na verossimilhanca:
@ muito utilizado: Resultados baseados no método delta

@ conveniente: aproximacoes baseadas nas aproximacdes quadraticas
das verossimilhancas /() ou /(¢)

o Se transformacg3o g(-) é n3o linear, a invaridncia ndo é vélida para a
aproximacgdo quadratica, ou seja:

{8(0).8(05)} = {8(0 — zo/alle(@)] /) 80 + 2o 2llE(@) %)) #
{8(0) — 202lg"(O) V(@) /%.8(0) + za2l8" (O)| e (B)] 2} = (J1.05)

@ se /(0) é menos assimétrica: usar (gN(éL),g(HNS))
se /(¢) é menos assimétrica: usar (¢,0s)

\\1777 /,'
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Comentarios Iniciais

Recomendacoes

@ Melhor abordagem: (mais geral e acuricia)
IC’s baseados verossimilhanca/deviance (muitas vezes sé obtidos
numericamente)

A

@ Intervalos assintéticos (utilizam se(f), obten¢do a partir da
aproximagdo quadratica, formas fechadas )

@ Escolher parametrizacdo da funcdo que forneca uma boa aproximacio
quadratica

@ |C’s para funcdes dos pardmetros: obtenc3o pelo método delta ou
direta se aproximadamente quadratica
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Comentarios Iniciais

Reparametrizacao

Por que reparametrizar (ou considerar resultados ra
reparametriza¢do)?

@ Interpretabilidade de ¢

@ "Melhor*formato da func3o de verossimilhanca com melhor
comportamento de métodos numéricos.

@ Predicao!!
uma predicdo de um modelo pode ser vista como uma
reparametrizacao!
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Comentarios Iniciais

Condicoes de regularidade

© é finito dimensional e 8 é interior a ©

@ primeiras trés derivadas de /(#) na vizinhanca de 6

amplitude n3o depende de 6

1(0) ~ quadrética para n — oo, passando a depender apenas da
posicdo e curvatura no EMV

o ...Ig(0) precisa ser inversivel

e
USFY oz
&/
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Comentarios Iniciais

Exemplo: Exponencial (cont)

Reparametrizacao
¢»=PlY <ul=1-exp{—0u}
o Obter se(q)
@ Trés intervalos possiveis:
(61,65) : (g(01).8(0s))

(61,05) : ¢ % 2, j25€()
(1 —exp{—0Osu},1 —exp{—Osu}) : (g(0)).g(s))

o Comparacao grafica das funcbes e das taxas de cobertura (si(@aagég;m
(GRS
N
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Exemplo: Distribuicdo Exponencial (cont)

Redefinindo

ICdevExp <- function(theta, theta.hat, y, nivel=0.95){
n <- length(y)
dv <- 2*n*( log( theta.hat/theta) + mean(y)*(theta- theta.hat))
return(dv - qchisq(nivel,df=1))

}

require(rootSolve)
uniroot.all(ICdevExp, interval=c(0,10), theta.hat=1/mean(y), y=y)

ICdevExp <- function(theta, amostra, nivel=0.95){
## amostra é um vetor com elementos n e mean(y), nesta ordem
n <- amostra[1]
med <- amostral[2]
dv <- 2*n*(-log(med*theta) + med*theta - 1)
return(dv - qchisq(nivel, df=1))

am <- c(length(y), mean(y))
uniroot.all(ICdevExp, interval=c(0,10), amostra=am)
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Teste de Hipdtese

1(6)

-245
|

-250

-255

()

-260

-265

R 72 it ittt

-270
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Comentarios Iniciais

Teste de Hipdtese

@ Teste razdo de verossimilhanca

trv <- function(Est, HO, alpha, ...){
critico <- qchisq(l-alpha, df=1)
est.calc <- Est(HO, ...)
print(ifelse(est.calc < critico, "Aceita HO", "Rejeita HO"))

return(c(est.calc,critico))}

@ Teste Wald

wald <- function(HO, EMV, V.EMV, alpha){
critico <- gnorm(l-alpha/2)
Tw <- (EMV - HO)/sqrt(V.EMV)
print(ifelse(Tw < critico, "Aceita HO", "Rejeita HO"))

return(c(Tw,critico))

}

@ Teste Escore

escore <- function(HO, U, Ie, alpha, ...){
critico <- gnorm(l-alpha/2)
Te <- U(HO,...)/sqrt(Ie(HO,...))
print(ifelse(Te < critico, "Aceita HO", "Rejeita HO"))

return(c(Te,critico))
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Exemplo: Poisson

TRV

Est <- function(HO, x){

n <- length(x)

EMV <- mean(x)

1v <= 2*n*(( HO - EMV) + EMV*log(EMV/HO))
return(1lv)

trv(Est = Est, HO=8, alpha = 0.05, x=x)

Wald
wald (HO=8, EMV = mean(x), V.EMV = mean(x)/length(x),alpha=0.05)

Escore

fc.escore <- function(lambda,x){
n <- length(x)
esco <- -n + sum(x)/lambda
return(esco) }
Ie <- function(lambda,x)q{
n <- length(x)
I <- n/lambda
return(I)}
escore(HO = 8, U = fc.escore, Ie = Ie, alpha=0.05, x=x)

Bonat et. al (LEG/UFPR) MCIE 20° SINAPE, 30-31/07/2012 49 /61




Comentarios Iniciais

Exemplo: Distribuicao Normal

log-Verossimilhanga

1
I(p,0) = —g log2m — nlogo —

n
202 Z(}’i - M)Z-
i=1

Escore
V() = Mu,0) _ Xqyi  nu
o o2 o2
no1< 5
U(U)*—g ;Z(Yi—ﬂ)
i=1
EMV . . )
b= Do Vi o iy — p)
n n
Informacdo
50 o)
A A 2 9) et v catsica
IO( ,LMU) |: (6 % :| . (@/mwmm
(o
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Comentarios Iniciais

Intervalos de confianca

Conjuntos
@ corte
o 1 < 1O
_ ) . )
D(pu,0) =2[nlog (5) + 552 Z;(y, 1) 552 Z;(yl )]
1= 1=

e elipse (aproximac¢io quadrética)

D(p, o) ~ (8~ 6) "1o(6)(6 - B).

BN ) ®
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Comentarios In s

Exemplo: Distribuicdo Normal (cont)

05 10 15 20 25 3.0 35

T T T T
96 98 100 102 104 106
u

n=1000

135 140 145
I I I

11 12 13 14 15 16 17
I
1.30
I

125
L

T T T T T T T T T
98 100 102 104 10.00 1010 1020 y
m N O w70 goStisica
\ nomacio
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Comentarios Iniciais

Intervalos de confianca

Pardmetros de interesse e de inconveniéncia (nuisance): (6,)
Solugdes usuais:

e Condicionando no EMV : L(0) = L(6, %) = [Y|6, )]
o Verossimilhanca Perfilhada : L(0) = L[6, 1)y]

@ Verossimilhancas marginais integradas Bayesianas :

L(0) = Y10, ¢][¥]d v

@ ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
N
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Comentarios Iniciais

Intervalos de confianca

Pardmetros de interesse e de inconveniéncia (nuisance): (6,)
Solugdes usuais:

e Condicionando no EMV : L(0) = L(6, %) = [Y|6, )]
o Verossimilhanca Perfilhada : L(0) = L[6, 1)y]

@ Verossimilhancas marginais integradas Bayesianas :

L(0) = Y10, ¢][¥]d v
Exemplo Normal: 1/02 ~ G(a, b)

M(n/2+1)
f -
I = oar o) (5 (s — ) + 272
Integracdes analiticas e por simulagdo @
(\ /\ £
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Comentarios Iniciais

Exemplo: Distribuicdo Normal (cont)

0
7 i © — Condicional © — Condicional
— Perfilhada — Perfilhada
S
© ' < <
wn
EE
o - o
o <> ~
od 7| 2 °
a a
o o~ - o~ -
9
<o | - .
=
wn
o ' o - o~
T T T T T T T T T T T T T T T T
85 9.5 105 115 9.0 95 100 105 11.0 1.0 15 2.0 25
H H o

( 9 | Laboratério de Estatitica
& Geoinformacao.
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Comentarios Iniciais

Exemplo: Distribuicdo Normal (cont)

pl.mu <- function(sigma, mu, dados){
pll <- sum(dnorm(dados, mean=mu, sd=sigma, log=TRUE))
return(pll)}

##

pl.sigma <- function(mu, sigma, dados){
pll <- sum(dnorm(dados, mean=mu, sd=sigma, log=TRUE))
return(pll)}

grid.mu <- seq(9, 11.3, length=200)

grid.sigma <- seq(0.65, 2.7, length=200)

## Condicionais:

mu.cond <- sapply(grid.mu, pl.sigma, sigma=sqrt(var(y10)*9/10), dados=y10)
sigma.cond <- sapply(grid.sigma, pl.mu, mu=mean(y10), dados=y10)

mu.perf <- matrix(0, nrow=length(mu), ncol=2)
for(i in 1:length(mu)){
mu.perf[i,] <- unlist(optimize(pl.mu,c(0,200),
mu=mu[i] ,dados=y10,maximum=TRUE) )}
sigma.perf <- matrix(0, nrow=length(sigma), ncol=2)
for(i in 1:length(sigma)){
sigma.perf[i,] <- unlist(optimize(pl.sigma,c(0,1000), @

Laboratério de Estatistica
& Geoinformacao.

sigma=sigma[i] ,dados=y10,maximum=TRUE))}
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Comentarios Iniciais

Exemplo: Distribuicdo Normal (Dados intervalares)

Dados intervalares e parametros 6 = (i, o)

observagdes "pontuais’:
72,6 81,3 72,4 86,4 79,2 76,7 81,3;
observagdes intervalares:
uma observacao com valor acima de 85,
uma observagdo com valor acima de 80,
quatro observacdes com valores entre 75 e 80,
seis observacdes com valores abaixo de 75.

Contribui¢Ges para verossimilhanca
L(0) = f(y;) para y; pontual,
L(0) =1 — F(85) para y; > 85,
L(8) =1 — F(80) para y; > 80,
L(0) = F(80) — F(75) para 75 < y; < 80,
L(0) = F(75) para y; < 75.
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Comentarios Iniciais

Exemplo: Distribuicdo Normal (Dados intervalares)

Expressdo da verossimilhanca no exemplo:

L(0) = (H f(yi)> (1 F(85))- (1 - F(80)) - (F(80) — F(75))*- (F(75))°
1=1

De forma mais geral para n, dados pontuais e n; dados intervalares
com valores entre a; e b;:

L) = [ f0i) - TI(F(bi) — F(ar))
1=1 1=1

= [To =) TTeE=L - oLy
1=1

g (o (o
1=1

No exemplo:
a|8 80 75 75 75 75 —o00 —00 —00 —00
b|oo oo 8 80 80 80 75 75 75 75
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Dados intervalares (cont)

10) = ng( )—i—ZIog ((CD “)—¢(bi;“))>

nllnormI <- function(par, xp, XI) {
111 <- sum(dnorm(xp, mean = par[1], sd = par[2], log = T))
L2 <- pnorm(XI, mean = par[1], sd = par[2])
112 <- sum(log(L2[, 2] - L2[, 1]1))
return(-(111 + 112))

[,11 [,2] [,3] [,4] [,8] [,6] [,7] [,8] [,9] [,10] [,11] [,12]
[1,] 8 80 75 75 75 75 -Inf -Inf -Inf -Inf -Inf -Inf
[2,] Inf Inf 8 8 8 8 75 75 75 75 75 75

ini <- c(mean(y), sd(y))
ests <- optim(, nllnormI, x=y, XI=yI)$par (@:mm;; .........
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Dados intervalares (cont)

Funcdo deviance genérica.

devFun <- function(theta, est, 11FUN, ...){
return(2 * (11FUN(theta, ...) - 11FUN(est, ...)))
}
devSurf <- Vectorize(function(x,y, ...) devFun(c(x,y), ...))
:l" -
0|
N
ﬁ -
S o
T N
° | 3
© 0|
—
<
T T T T T T T T T T T T T T
70 72 74 76 78 80 82 70 72 74 76 78 80 82
n m
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Dados intervalares (cont)

Cédigo mais geral e cuidadoso

nllnormI <- function(par, xp, XI, logsigma=FALSE){
if (logsigma) par[2] <- exp(par[2])
111 <- ifelse(missing(xp), O,
sum(dnorm(xp, mean=par[1], sd=par[2], log=T)))
if (missing(XI)) 112 <- 0
else{
if(ncol(XI) !'= 2 || any(XI[,2] <= XI[,11))
stop("XI deve ser matrix com 2 colunas com XI[,2] > XI[,2]"
L2 <- pnorm(XI, mean=par[1], sd=par[2])
112 <- sum(log(L2[,2] - L2[,1]1))

}
return(-(111 + 112))

@) | Laboratério de Estatistica
& Geoinformacao.
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Outros exemplos (texto)

QO AR1

@ Outro exemplo de reparametrizacio
© Gamma

© Binomial Negativa

© Processo de Poisson nao-homogéneo
@ Modelo espacial Geoestatistico

@ Cddigos Genéricos:

o mle (stat4) e mle2 (bbmle)
o profile e confint

e
(L O bt
-/
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