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Testes para comparar médias de duas
populacoes
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Testes para comparar duas medias UFPR

Exemplo: comparacao de IRA entre alunos e alunas de uma universidade
Diferentes possibilidades de testes:

» Testes de hipotese para a diferenca de médias de duas populagoes: °'s
conhecidos.

» Testes de hipdtese para a diferenca de médias de duas populagoes: o°'s
desconhecidos.
» Testes de hipotese para amostras emparelhadas.
» Testes de hipotese para amostras independentes.
» Variancias iguais o7 = o7
> Variancias diferentes o + 7.
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Testes de hipotese para duas populacoes
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Ao testar uma hipotese para duas populacoes, devem ser consideradas

» Amostras independentes: quando os valores amostrados de uma populacao nao
estao relacionados ou emparelhados com os da outra populacao.

» Exemplo: teste para pressao sanguinea do grupo controle vs grupo medicado.

» Amostras dependentes ou emparelhadas: quando cada elemento de uma amostra
corresponde ao mesmo elemento da outra amostra (geralmente o mesmo individuo
analisado antes e depois de um experimento).

» Exemplo: teste para a diferenca de peso de uma mesma pessoa antes e depois de uma
dieta.
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Testes de hipotese para medias de duas populacoes UFPR
Até agora testamos hipoteses para uma Unico parametro populacional

Ho : 1= o
Ho:p#pp OU Hg:p<pg OU Hg:p> pp.

Podemos estender o teste de hipotese quando queremos comparar 0 mesmo parametro
para duas populagoes diferentes.

Em geral, faremos testes para verificar se a diferenca entre estes dois parametros € igual
a zero

Hon—2#0 = Hg:im #F12 oOU
Ho:m—=wm=0 = Ho:m = VS Ho g — <0 = Hiavahs 1 ol
Ho th — >0 = HallkBe> 1.
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Testes de hipotese para a diferenca de
meédias de duas populacoes: 5
conhecido
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Distribuicao amostral da diferenca UFPR
Considere duas populagoes Y e Y com médias 1 e 1, e desvios-padrao oy e oy, ou seja

Y ~ N(m, o) e Yo ~ N(in, 03).

A “nova” variavel Yy = (Y1 — Y>2) também possui distribuicdo normal com

E(Ya—Y2) = —

V(Y1 =Y2) = V(Y1) + V(V2)
o
n nz

ou seja, a distribuicao amostral da diferenca de médias é

2 7
9

n2

@
Ya= (Y1 —Y2)~N U1—uz,n41+
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Condicoes para o teste

Sl o]

Quando temos 0s seguintes requisitos:

» Ambas amostras sao AAS.
» Ambas amostras sao independentes.

» Ambas populacoes tem distribuicao normal ou ny > 30 e n, > 30.

Podemos usar o Teorema do Limite Central para afirmar que a diferenca entre as duas
médias segue uma distribuicao normal, e a estatistica de teste é dada por

L, @ e gy,

o 5 o %
7+* J—

1 nz m nz
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Ftapas do teste UFPR

Procedimentos gerais

Definir a hipotese nula (Hp) e a alternativa (H,).

=5

2. Definir o nivel de significancia a.
3. Definir o tipo de teste, com base na hipotese alternativa.
4. Calcular a estatistica de teste . .
_ WYy Yo
Y — a— .
2 D
o o
.
nong

5. Determinar a regiao critica (regiao de rejeicao), com base no nivel de significancia a.
6. Conclusao do teste.
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Exercicio: tempos de entrega

Uma transportadora de mercadorias tem duas possibili-
dades de trajeto para realizar entregas. O gerente de lo-
gistica desconfia nao haver diferenca significativa entre o
tempo de cada trajeto.

Foram selecionadas aleatoriamente 45 entregas realiza-
das no primeiro trajeto, resultando em uma média amos-
tral de 57 minutos. No segundo trajeto, foram seleciona-
das aleatoriamente 30 entregas, e o tempo médio foi de
54 minutos.

O desvio-padrao populacional do primeiro trajeto é de
01 = 8 minutos, e o do segundo trajeto é de oo = 6 minu-
tos. Teste a hipotese de que nao existe diferenca signifi-
cativa entre o tempo médio dos dois trajetos, ao nivel de Figura 1. Foto de Norma
1% de signiﬁcéncia. Mortenson no Pexels.
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Solucao UFPR

1. Hipoteses: Hy:in =1 VS  Hg iy # 1o (teste

bilateral). Ehl
B 0.2-
2. Estatistica de teste gm-
0.0-
U — 7 57 — 54 0 525 550 575 60,
=L~ _1853
[0 o 8 6
\/ ﬁ + i w0 0 4"
S 0.3- / [z=1853
: L 2 02-20005=-2.576 005 =2.576
3. Nivel de significancia 2 gjzjﬁ/ } e }
a =001 >RC={z< —2576 ou z > 2576}. 2 oo I — L !
~ -4 -2 0 2 4
4. Conclusao do teste: z
> z ¢ RC, portanto nao rejeita . Figura 2. Distribuicao amostral
» p-valor =2 x P(Z > 1.853) = 0.064: nao existem das médias e regido de rejeicao
evidéncias para rejeitar a hipotese de que os da hipotese nula.

tempos dos trajetos sejam iguais.
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Testes de hipotese para a diferenca de
meédias de duas populacoes: 0’
desconhecido
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Suposicoes sobre as variancias
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» Quando nao conhecemos ¢?, usamos a estimativa amostral s2.
» Nesse caso, ja vimos que usamos a distribuicao ¢ no lugar da distribuicao .

» No entanto, quando temos duas amostras, devem ser considerados dois casos
distintos:

» Varidncias iguais: quando é razoavel supor que as variancias populacionais sao iguais,
ou seja af = 03

» Variancias diferentes: quando ndo se pode fazer nenhuma suposicao sobre a
igualdade das variancias populacionais, ou seja o7 + o03.
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0;  urer
Neste caso, calculamos a média ponderada das variancias amostrais s7 e s3 para obter
uma estimativa da variancia populacional comum

Estatistica do teste para o caso de variancias iguais o =

§2:(n1—1).s$+(nz—1)-s§
n+n,—2

A estatistica de teste fica

B0 R i e

T E 52 FE?
a+7

e | 12 R )
em que

vi= nilek np — 2
sao 0s graus de liberdade.
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Ftapas do teste UFPR

Procedimentos gerais

=

N COR

6.

Definir a hipotese nula (Hp) e a alternativa (H,).

Definir o nivel de significancia a.

Definir o tipo de teste, com base na hipotese alternativa.
Calcular a estatistica de teste

-

52 &- ’
+ 2 1 1
\/n1 ny \/SZ (E = fTZ)

em que &2 é a variancia combinada das amostras.

Determinar a regiao critica (regiao de rejeigao), com base no nivel de significancia «
(Obs: use v =nq + ny — 2).

Conclusao do teste.
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Exercicio: rendimento das turmas UFPR

» Em uma avaliacao de estatistica, foi
selecionada uma amostra de 12 alunos
da turma A, resultando em uma média
de 7.9 com desvio-padrao 0.6.

» Na turma B, foram selecionados 15
alunos, os quais tiraram nota media
6.7 com desvio-padrao 0.8.

» As notas possuem distribuicao normal

e assume-se que o} = 03.

» Teste a hipotese de que a turma A tem
média maior do que a turma B, com Figura 3. Foto de Kaboompics.com do Pexels.
um nivel de significancia de 1%.
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Solucao UFPR

1. Hipoteses: Ho i tn = tn VS Hgy i > 1o = 1 — o > 0 (unilateral a direita).
2. Variancia combinada
5 (m =1 si+(n—1)-s5 (12—1)-06%+(15—1)-0.8°

= T = | R

3. Estatistica de teste

0B I 7ol o¥
\/gz(;_,_ljz) V0517 (5 + %)

4. Nivel de significancia @ = 0.01 — RC = {t > 2.485}.

= 4.309.
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Solucao

Densidade

4. Conclusao do teste:
» t c RC, portanto rejeita Hj.
» p-valor = P(T > 4.309) = 0.00071.

Densidade

Figura 4. Distribuicao amostral das médias e regiao
de rejeicao da hipotese nula.
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Estatistica do teste para o caso de variancias diferentes o + 07 urer

Neste caso, ainda usamos as varidncias amostrais s7 e s para determinar o erro-padrao
da diferenca entre as duas médias.

A estatistica de teste fica

T (1)l
st 5 TN
m "o B

Porém, como as variancias sao diferentes, os graus de liberdade devem ser ajustados

1 (w1 + Wz)2
wi w3

em que
2 2
S S
wq = Bl e wy = L
m nz
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Ftapas para o teste UFPR

Procedimentos gerais

=5

> W N

6.

Definir a hipotese nula (Hp) e a alternativa (H,).

Definir o nivel de significancia a.

Definir o tipo de teste, com base na hipotese alternativa.
Calcular a estatistica de teste

Determinar a regiao critica (regiao de rejeigao), com base no nivel de significancia a
(Obs: o valor de graus de liberdade v deve ser calculado conforme equacao
anterior).

Conclusao do teste.
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Exemplo: tempo de uma tarefa domeéstica

» Uma pesquisa avaliou a eficacia de dois tipos de
treinamento, com a finalidade de reduzir o tempo
médio de determinada tarefa domeéstica.

» Foram selecionadas duas amostras aleatorias de
populacoes com distribuicao Normal, onde
assume-se que o7 # o3.

» Os dados da pesquisa estao no quadro abaixo. Teste
a hipotese de que o tempo meédio para a realizacao
da tarefa é igual para os dois treinamentos, ao nivel
de 5% de significancia.

Treinamento1 ;=15 7, =242min sy =3.16 min
Treinamento2 1, =10 T, =239 min s, =4.47 min
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Figura 5. Foto de cottonbro no
Pexels.
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Solucao UFPR
1. Hipoteses: Hy : =2 Vs Hg iy # o (teste bilateral).
2. Estatistica de teste

W — U 242 23
R 392 —0.184.
5 s 3.16 4.47
\/ﬁ e \/ 15+ 10
3. Nivel de significancia a = 0.05.
4. Graus de liberdade:

2 2 2 2
= Ak 5 4477
wi =L e 0668 e wy= B — o — 1.9%.
(w1 + wa)? (0.666 + 1.998)°

> — 5 > 5= 14.933.
Wi w2 06662 1998
+ +
n—1 ny—1 5—-1 10-—1
Testes de hipotese para médias, proporgoes e variancias
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Solucao

3. Nivel de significancia a = 0.05 —» RC =
[t < —2132 ou_ 7 1300
4. Conclusao do teste:
» t ¢ RC, portanto nao rejeita Hy.
» p-valor =2 x P(T > 0.184) = 0.856.

Sl o

0.4-
(0] .
5 03
S
o
N 0.1-

0.0-
' ] ]

[‘to.ozs = —2-132} [to.ozs = 2.132}

Figura 6. Distribuicao amostral das medias e regiao
de rejeicao da hipotese nula.
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Testes de hipotese para a diferenca de
médias de duas populacoes: o

desconhecido e amostras
emparelhadas
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Amostras emparelhadas UFPR

Fazemos testes de comparacao de méedias para dados emparelhados quando os
resultados das duas amostras sao relacionados de acordo com algum critério.

Para cada par (Yq;, Y2), 0 valor da primeira amostra deve estar claramente associado ao
valor da segunda amostra (estudos do tipo “antes” e “depois”).

Este teste verifica se o processo ao qual os individuos em estudo foram submetidos
produziu alguma alteracgao.

Exemplos:

» Influéncia de uma nova dieta sobre 0os mesmos individuos.

» Influéncia de uma campanha publicitaria sobre a intencao de compra do
consumidor.

» Influéncia de habitos de satde acompanhando pares de gémeos.
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Distribuicao amostral da diferenca

Ao invés de analisarmos cada grupo separadamente, observamos somente a diferenga
D; entre as duas amostras Y;; e Y5,

Di =Y — Y,

e calculamos a média destas diferencas

3‘4

-

2
9 N (yD,OD)‘
n

O parametro pp € estimado pela média amostral D, e como usualmente ndo temos
informacoes sobre af, estimamos seu valor por s?,

que tera distribuicao
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Média e variancia

Além da média das diferencas,

precisamos calcular também a variancia
das diferencas entre os pares, dada por

1T < L
= > (di—d)
i={

n—1

1 ; i
= - [Zd%—ndzl.
i=1
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[ Y1 Y2 d

T =t Ry = Y11 —
PR 12 sy 2 )W Sl
B s A = Y13 = yoa
4 yir yoa  di= Y14 —yn
5 yis5 yxs ds=y1i5—Yyxs
6 yie Yy de=yi6— Y2
7ty Yy Ay — Y27
8 yi1s Yy ds=y13— Y8
9 Y19 Yy do=y19— Y29
n8Y1in  Y2p dp = Yin — Y2n

Sl o]
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Estatistica do teste UFPR

Uma vez que a diferenca meédia é calculada com base nas diferencas entre amostras
emparelhadas (isto é, o2 é desconhecido), e que os valores de D; geralmente tem
distribuicao normal, usamos a distribuicao ¢, com estatistica de teste dada por

el _—d
B Tl

t ty,

em que

» v=n—1,com nsendo o numero de pares observados.
» 114 € a média das diferencas na populagao (normalmente yy = 0).

Observacao para H,

Normalmente Hy : yg =0 e
» 14 < 0 significa que houve aumento “depois”.

» 14 > 0 significa que houve diminuigao “depois”.
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Ftapas do teste UFPR

Procedimentos gerais

1. Definir a hipotese nula (Hp) e a alternativa (H,).

2. Definir o nivel de significancia a.
3. Definir o tipo de teste, com base na hipotese alternativa.
4. Calcular a estatistica de teste x
¢ O Lo |
salv/n

5. Determinar a regiao critica (regiao de rejeicao), com base no nivel de significancia «
(Obs: v = n — 1, sendo n 0 nimero de pares observados).

6. Conclusao do teste.
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Exemplo: manutencao preventiva
» Em uma fabrica, sete maquinas foram
selecionadas aleatoriamente a fim de
determinar o efeito da manutencao
preventiva na producao.

» Inicialmente, as maquinas trabalharam '

por um periodo na forma habitual, e
depois trabalham o mesmo periodo
recebendo manutencoes preventivas.

» O total de trabalho produzido, antes e
depois da adocao das manutencoes,
esta na tabela ao lado.

» Ao nivel de 5%, podemos concluir que

o trabalho médio produzido & maior
depois da adocao das manutencoes
preventivas?
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Antes Depois Diferenca
1 sl 12.50 —0.40
a2 30 16.00 —3.70
SR 1.10 12.90 —1.80
A7 80 14.00 —1.20
50551410 12.90 1.20
6 8.40 12.50 —4.10
7 &5.30 13.50 =0.20
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Solucao
1. Hipoteses: Hy : g =0 vs Hg: pg < 0 (unilateral a
esquerda).
2. Estatistica de teste
 JA Mg AT — 0

t = = — 2Lk
sqlv/n 1.913V/7

3. Nivel de significancia
a=0.05—- RC = {t < —1.943}.
4. Conclusao do teste:
» t € RC, portanto rejeita Hy.
» p-valor = P(T < —2.015) = 0.045: existem
evidéncias de que o tempo médio de

funcionamento das maquinas & maior quando
recebem manutencoes preventivas.
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0.4-
0.3-

0.2-

Densidade

—to.05=-1.943

Figura 7. Resultado do teste de
hipotese.
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Teste de hipotese para a diferenca de
proporcao de duas populacoes

HEO =TT IIE QNN CHIIIIM Testes de hipotese para médias, proporgoes e variancias
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Hipoteses UFPR

Se a amostra for suficientemente Supondo que duas amostras foram retira-
grande, sabemos, pelo Teorema do das de duas populacoes independentes, te-
Limite Central, que a distribuicao de remos duas proporcoes amostrais indepen-
probabilidade da proporcao amostral dentes, e a diferenca entre elas também
tem um comportamento aproximada- tera distribuicao aproximadamente Normal.
mente Normal.

Na comparagao de duas proporgoes po- Assim, o interesse sera em testar
pulacionais p1 € py, usaremos como es-

timador a diferenca entre as respectivas oA =P =0 = _Leefy— P2
proporcoes amostrais, p1 e pa. S

o ph—pd+0 = HESER-+ pr— 8
Ho:p1—p2<0 = Hg:p1<p2 oU
Ho :pa — g5 >0 = =HANRE P>
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Distribuicao amostral UFPR

Desse modo, o estimador a ser utilizado sera p; — po, cuja distribuicao sera aproximada
pela Normal, com parametros

E(p1 — p2) = p1 — P2

V(p1 — p2) = V(p1) + V(p1)

11— 1—
(TR | P2 o)
nm ny

ou seja,
p1(1 — p1) i p2(1 — p2)

5 gy 2POX 5
(P D2) ol P2 py Py

34
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Teste de hipotese para a proporcao de duas populacoes UFPR
Se a hipotese nula for verdadeira, as proporcoes populacionais sao iguais. Denotando
seu valor comum por p, temos

Do) —_D-

Podemos obter um estimador para p, através da ponderacao dos estimadores pq e po,
obtendo a proporcao combinada
Y1+ 42

p:n1+n2'

em que y; e y, sao 0s nimeros de sucessos em cada amostra.

Substituindo os valores de p; e p, na expressao da V(p; — p>), temos que a estatistica de
teste para a diferenca de duas proporcoes €

Pl — g N, 1).
\/p(1—p)(;+,32)
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Ftapas do teste UFPR

Procedimentos gerais

1.

Definir a hipotese nula (Hp) e a alternativa (H,).

2. Definir o nivel de significancia a.
3.
4. Calcular a estatistica de teste

Definir o tipo de teste, com base na hipotese alternativa.

N P2 ’
\/pm—p)(;ﬂl)

onde p é calculado pela equacao apresentada anteriormente.
Determinar a regiao critica (regiao de rejeicao), com base no nivel de significancia a.

Zi==

Conclusao do teste.
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Exercicio: celular no transito

» Em um estudo com 2870 motoristas, 1210 afirmaram
ter o habito de mexer no celular com o carro em
movimento. Depois de sancionada uma multa, foi
realizado outro estudo com 2200 motoristas, dos
quais 725 afirmaram ter ainda o habito.

» Usando um nivel de significancia de 10%, € possivel
verificar a alegacao de que a proporcao de
motoristas com habito de mexer no celular no
transito diminuiu significativamente apos a criacao
da multa?

HOAETCRISIERCANI I BIIIM Testes de hipotese para médias, proporgoes e variancias

Sl o]

Figura 8. Foto de Roman
Pohorecki no Pexels.
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Solucao UFPR

1. Hipoteses: Hy : p1 = p> Vs H,:p1 > po (unilateral a direita).

2. Proporgoes
yr 1210 s,
= L= =422 === = —— =033
S —t0 = b

>

. RS N - [
Jo b o R

Estatistica de teste
51— 0.422 —0.33

\/p(1 oL+ 4] \/0.382(1 - 0.382) (575 + 720

nz

= 0.682.

A —
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Solucao

3. Nivel de significancia
a = 0.1 - RCEFZ=T82}):
4. Conclusao do teste:
» z € RC, portanto rejeita .
» p-valor = P(Z > 6.682) = 0 :
existem evidéncias de que a criacao
da multa teve efeito.

0.4-
0.3+ 2=6.68:
[
o
)
S 02-
c
[
[a]
0.1-
0.0-

Figura 9. Resultado do teste de hipotese.
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Teste de hipotese para a razao de
variancias de duas populacoes
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Ideia geral

Considerando duas populacoes Y; e Y, com médias 1 e i, € variancias 012 e UZZ, ou seja

Yi ~N(p,0f) e Yo~ N(m, 03).

Ja vimos que a distribui¢do amostral da razdo de duas varidncias amostrais (s e s3)

possui distribuicao £ com n1 — 1 graus de liberdade no numerador e n, — 1 graus de
liberdade no denominador.

Intuitivamente:

» Se a razao das duas variancias for proxima de 1, entao elas sao aproximadamente
iguais.

» Em um teste de hipotese para a igualdade de variancias entre duas populacoes,
verifica-se entao se a razao das variancias esta ou nao proxima de 1.
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Condicoes para o teste UFPR

Quando temos 0s seguintes requisitos:

» Temos uma AAS.
» As duas populacoes sao independentes.

» As duas populacoes tém, cada uma, distribuicao Normal (essa &€ uma exigéncia
estrita).

Sendo assim, usamos a estatistica de teste

em que v; = ny — 1 graus de liberdade no numerador e v» = n, — 1 graus de liberdade
no denominador.

Importante: s{ deve ser sempre a maior das duas variancias amostrais.
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Ftapas do teste UFPR

Procedimentos gerais para um teste de hipotese para a diferenca de duas varidncias

)

Definir a hipotese nula (Hp) e a alternativa (H,).

2. Definir o nivel de significancia a.
3. Definir o tipo de teste, com base na hipotese alternativa.
4. Calcular a estatistica de teste 4

b1

P2

5. Determinar a regido critica (regido de rejeicao), com base no nivel de significancia e.
6. Conclusao do teste.
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Exemplo: variacao em moedas de quarto de dolar UFPR

» Nos EUA, as moedas de quarto de dolar sofreram alteragcoes no peso depois de 1964.

» Uma amostra de 40 moedas fabricadas antes de 1964 resultou em um desvio-padrao
de 0.087 g.

» Uma amostra de 40 moedas fabricadas depois de 1964 resultou em um
desvio-padrao de 0.06194 g.

» Ao se projetar uma maquina de vendas com moedas, deve-se considerar 0s
desvios-padrao antes e depois de 1964.

» Use o nivel de significancia de 5% para testar a afirmativa de que 0s pesos de
quarto de dolar antes e depois de 1964 sao provenientes de populagoes com o
mesmo desvio-padrao.
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Solucao UFPR
1. Hipoteses: Hy: 02 = 07 vs H,: ol + of (bilateral).
2. Estatistica de teste

2 2
s 0.087 0.0076 ]
F= = —1.973,
s2  0.061942  0.0038 8 eto
= . . 2 = ? fo.975 = 0529 f0025 1891
3. Nivel de significancia Q08
a=005—-RC={F<05290uF >1891}.
4. Conclusao do teste: ~—
» [ € RC, portanto rejeita Hy. .

» p-valor =2 x P(F > 1.973) = 2 x 0.018 = 0.036 :
existem evidéncias de que a variacao dos pesos de
quarto de dolar feitos depois de 1964 é
significativamente diferente da variacao entre os
quartos de dolar feitos antes de 1964.
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Figura 10. Resultado do teste de
hipotese.



Estrutura da unidade UFPR

» Fundamentos de testes de hipoteses.
» Testes para uma populagao.

» Testes para duas populagoes.
» Testes de hipotese para a diferenca de média de duas populacoes: o2 conhecido.
» Testes de hipotese para a diferenca de média de duas populacées: o desconhecido.
» Variancias iguais o7 = o7
> Variancias diferentes o7 + o5.

» Testes de hipotese para a diferenca de média de duas populacées: o2 desconhecido e
amostras emparelhadas.

» Teste de hipotese para a diferenca de proporcao de duas populagoes.
» Teste de hipotese para a razao de variancias de duas populagoes.

» Testes de aderéncia e de associacao.
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