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Figura 1. Analogia ao processo de estimacao. Extraido
de pixabay.
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Notacao e definicoes UFPR

- SN Y,) denota um vetor de v.a's independentes e identicamente distribuidas.

» Cada Y; ~ f(8) onde f denota a funcao densidade de probabilidade ou funcao de
probabilidade e 68 = (64, . .., 6,) € um vetor de p parametros populacionais.

N i - yn) denota o vetor de valores observados da v.a. Y.

v

Estatistica: uma estatistica 7 é uma v.a. T = t(Y), definida como fun¢ao da amostra,
que nao depende do vetor de parametros 6.

v

Uma estatistica 7 ¢ um estimador para 0 se o valor realizado t = t(y) € usado como
uma estimativa para o valor de 6, entao denotado por 6.

A distribuicao de probabilidade de T(Y) — Distribuicao amostral.

v
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Exemplo: idade média dos frequentadores do restaurante UFPR

Vai se tomar uma amostra de n = 5.
B (Y,.. . Y,) é definida pelas idades dos frequentadores.
» Cada idade vem de uma distribuicao da v.a. observada
Y; ~ £(6) = N(u, 4%) com 0 = (u).
> A estatistica: 7 = ((Y) = % = Y = [y € um estimador da média.
Coletam-se os dados y = (y1 = 31, y2 = 30, y3 = 32, y4 = 37, ys = 30)

» A estimativa obtida com esta amostra i = § = 32,

» Se a amostra € aleatoria entao esta estimativa € uma v.a. que tem uma distribuicao
de probabilidade chamada de distribuicao amostral.

Y—u

TN,

8 42 A
Y ~N (u, 5) ou, equivalentemente,
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Exemplo: estimadores para distribuicao Normal
» Modelo de probabilidade: Y; ~ N(i, 0?) — 8 = (u,

» Estimadores e estimativas

g L
Y:ngm

» Distribuicoes amostrais

a2 conhecido: Y ~ N (

HY -
o’ desconhecido:

u
8S/\/n

Sl o]

a?).
_ 1i
_s — > \
y % — Yi
= ! n(y‘—y)z
n—1¢ : -
=i
a? Y S
P ou ~ N (0,1
; n) N )
i 5
¥ tnf1 e (n iy 1)? Xn—1

ORI VSIIEUMIE Estimacdo pontual e intervalo de confianca



Exemplo: estimadores para distribuicao de Bernoulli

» Modelo de probabilidade: Y; ~ Ber(p) — 6 = p.
» Estimadores e estimativas

:\4

Z = f?Z%_ Yi-

» Distribuicao amostral (aproximada TLC)

. aprox 1=
T N(plp( p))'
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A incerteza na estimacao UFPR

Amostras

Amostragem R
- pi
| I
I

A estimativa pontual

» Fornece apenas um valor plausivel de
ser o verdadeiro valor do parametro.

» Nao considera a incerteza devido a
termos apenas uma amostra.

ton
L .: pratica.
Como expressar a incerteza?

Baseado na distribuicao amostral pode-se
obter uma faixa de valores com determinada
probabilidade de conter o parametro

— intervalo de confianga.

Figura 2. Processo de inferéncia na pratica.
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Intervalo de confianca para a média
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Intervalos de confianca para a média quando ¢ & conhecido  urer

» Seja Y; ~ N(p, %) e suponha que o2 é
conhecido. =

» Neste caso, temos que

. =

. =

YNN(/J,O) B—" N0 V=gl
n g

Yis
» Fixando uma probabilidade 1 — « i a2 |
podemos encontrar i,, e g, s, tal que i |
PGy < <o/ s) 21 — @ R SO S SN SO IO NN
s 4 4 a X X X X

» Varios pares §,, e §, s existem, entao
prefere-se aqueles que dao intervalo
simétrico em relacao a p.
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Obtencao do intervalo para p UFPR

» Definimos limites Z na distribuicao amostral padronizada

P(ZL/< /\/><ZLS):10-

» Agora deixamos apenas p no centro para obtermos,
P(g—ZL/ Nl < ) gl s—— )21—0(.
_\/> f
» Como deseja-se intervalos simétricos, entao abs(z;) = abs(z;s) = z4p. Assim,
= o I o
p y—Za/Z'ﬁ<H<y+ZO,/Zﬁ =1-—a.

» 7,52 € 0 quantil da distribuicao Normal padrao para o valor de 1 — « fixado.

ORI VSIIEUMIE Estimacdo pontual e intervalo de confianca 11



Margem de erro e nivel de confianca UFPR

» Chamamos de erro maximo provavel » 7, é chamado de valor critico. £ o

ou margem de erro a quantidade valor z que produz uma area de a/2
“ na cauda superior da distribuicao
e =Zgp" = Normal padrao.

» Chamamos a quantidade 1 — « de
coeficiente de confianca ou nivel

2e de confianca do intervalo.
L 25 U/\/E Bl
e
G—zap - alyn 7 G+ 20 alv/A |

Figura 4. Margem de erro do intervalo de confianca.

« P « R X
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Exemplo: idade média dos frequentadores do restaurante

Y : idade dos frequentadores
Y ~ Ny, 0 = 4°)

Dados: y = (31,30, 32, 37, 30)
estimativa: | = § = 32
escolha do nivel de confianga: 95% (1 — a = 0,95 e a/2 = 0.025)
valor-z: z,», = 1.96

» erro maximo provavel: e = 7, -

v

v

v

i 4 1.
%_196'@_351

intervalo de confianga (95%): 4 + 7, - = 32 £ 35

v

ICo.05(1) : (28.5, 35.5)
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Interpretacao frequentista UFPR
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Figura 6. Interpretacao frequentista do intervalo de confianca.
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Interpretacao do intervalo de confianca UFPR

Suponha que obtivemos um intervalo de 95% de confianca: 1Cos%(1) = [7;;, U; sl

Interpretacao ERRADA de IC Interpretacao CERTA de IC

Temos 95% de confianca de que a Temos 95% de confianca de que o
média populacional ;/ se encontra intervalo entre 5, e 7, contém a
entre g, e ;. média populacional p.

Semanticamente as afirmacoes podem parecer equivalentes, mas a segunda sentenca
enfatiza o que é crucial: o intervalo e aleatorio e o parametro é fixo.
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Interpretacao de um intervalo de confianca UFPR

» Como o intervalo de confianca é calculado a partir de uma amostra aleatoria, este
intervalo também é aleatorio!

» Isso significa que para cada amostra aleatoria que tivermos, um intervalo diferente
sera calculado.

» Como o valor de p € fixo, € o intervalo que deve conter o valor de y, e ndo o contrario.

» |sso significa que se pudessemos obter 100 amostras diferentes, e calcularmos um
intervalo de confianca de 95% para cada uma das 100 amostras, esperariamos que 5
destes intervalos nao contenham o verdadeiro valor da média populacional p.
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Exercicio: performance no TOEFL , @

Uma escola on-line de idiomas preparatoria
para o TOEFL afirma possuir uma excelente
pontuacao média dos seus alunos no exame.
Em uma amostra de aleatoria de 50 alunos,

Figura 7. Extraido de elacademy.co.uk.

a pontuacao média foi de 560 pontos. Por el
estudos anteriores, sabe-se que o desvio- ol |
padrao e 25 pontos. Obtenha intervalos de L _JF 1111198
confianca com 90%, 95% e 99% de confianca. ~ °2f == 1% g 4
Discuta as diferencas.

(0 J

Figura 8. Quantis da distribuicao Normal Padrao.
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Solucao

1. 1—a=0.9— 2z, = 7905 = 1.645, entao

2 2
[Calo(L) = (560 7 o Rl ) — (554.2,565.8).

V50 V50
2.1—a=095—> Zal2 = 20.025 = 1.96, entao

25 25
[Co o5l (560 T ol SOAR, 196" =, ) — (553.1,566.9).

V50 V50

3. 1T—a=0.99 — z4p = 20005 = 2.576, entao

1Co.09(w) = (560 b 2 5. g, 560 + 2.576 - g, ) = (550.9,569.1).

V50 V50
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RESUMO: Intervalo de confianca para média com o conhecido  urer

RN

. Verifique se as suposicoes necessarias estao satisfeitas.
» Temos uma amostra aleatoria simples.
» ¢ é conhecido.
» A populacdo tem distribuicdo Normal ou n > 30 (regra empirica para usar o TLC).

N

. Determine o nivel de confianca 1 — «, e encontre o valor critico z,;.
. Calcule a margem de erro e = z,, - (a/\/n).
. Calcule 1C_4(p).

ey \QOL)
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Intervalos de confianca para a média quando ¢” & desconhecidourer

» Seja Y; ~ N(u, %) e suponha que ¢ é desconhecido.

» Neste caso, temos que =
=
= S/\/ﬁ n—1,

em que t,_1 denota a distribuicao ¢-Student com n — 1 graus de liberdade.

t

» Argumentos analogos ao caso em que ¢ é conhecido levam a

IS _ S
— <UL G+typ — | =1—a.

» tqp € 0 valor da distribuicao ¢-Student que produz uma area de «/2 na cauda superior
da distribuicao.

2
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Exercicio: gastos com cartao de crédito

Um estudo foi idealizado para estimar a me-
dia anual dos débitos de cartao de crédito
da populacao de familias brasileiras. Uma
amostra de n = 15 familias forneceu os sal-
dos de cartoes de crédito. A média amostral
foi de RS 5.900,00 e o desvio padrao foi de
RS 3.058,00. Obtenha um intervalo com 95%
de confianca.

Neste €aso tq2 = o025 = 2.145com 15— 1 =
14 graus de liberdade. Assim, o intervalo de
confianca é dado por

(1)

04}

— 5 0o — 2125

toozs =2.145

Figura 9. Quantis da distribuicao t-Student.

3058 3058
IC = = 45900 —2.145. ——,5900 4+ 2145 - —— | =~/ (4206.4, 7593.6).
1-0.95(p) e 15 ( )
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RESUMO: Intervalos de confianca para média com o° desconhecideer

RN

. Verifique se as suposicoes necessarias estao satisfeitas.
» Temos uma amostra aleatoria simples.
» Temos uma estimativa de s.
» A populacdo tem distribuicdo normal ou n > 30 (regra empirica para usar o TLC).

N

. Determine o nivel de confianca 1 — a, e encontre o valor critico ty.
. Calcule a margem de erro e = tgp - (s/v/n).
. Calcule 1C_4(p).

ey \QOL)
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Intervalo de confianca para a
proporcao
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Intervalos de confianca para a proporc¢ao UFPR
» Seja Y; ~ Ber(p). Neste caso, temos que pelo TLC

1

~ aprox 1—
5 N(pp(nm)_

» Argumentos analogos ao caso da media levam a

£ [p(1— = [p(1—
P(,DZO(/Z' w<p<p+za/2' p(np)):,I*O(-

» Note que p aparece na expressao da margem de erro, 0 que na pratica impossibilita o
uso desta equacao. Uma opcao € substituir p por sua estimativa p e assim

i [D(1— P A [D(1 — P
P(,D*ZO(/Z' p(np)<p<p+za/2' p(np)):/l’a‘
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Intervalo de confianca para proporcao

Uma possivel dificuldade nessa abordagem é
que em geral nao conhecemos o verdadeiro
valor de p para calcular o IC.

Quando nao conhecemos a proporcao po-
pulacional p, temos duas alternativas:

1. Usar p no lugar de p (estimativa
otimista).

2. Usar p = 0.5 (estimativa
conservadora). Porque quando p = 0.5,
o termo p(1 — p) tera valor maximo.

pd1-p)
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0.10 0.20

0.00

gt p)  p(l—p)
€Ll 0.9 0.09
0.3 0.7 0.21
@5 0.5 0.25
0.6 0.4 0.24
0.8 0.2 016
Tl T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

UPER
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Exercicio: existe aguecimento global?

Foi realizada uma pesquisa com 1500 adul-
tos selecionados aleatoriamente para res-
ponder a pergunta se acreditam ou nao no
aquecimento global. 1050 entrevistados res-
ponderam que sim. Com isso:

1. Para um nivel de confianca de 95%,
calcule o intervalo de confianca para a
verdadeira proporcao de pessoas que
acreditam no aquecimento global,
utilizando: i) p=peii)p=05e
compare 0s resultados.

2. Com base nesses resultados, podemos
concluir que a maioria dos adultos
acredita no aquecimento global?

Figura 10. Foto de Markus Spiske no Pexels.
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Solucao UFPR

» Estimativa pontual: p = 1238 = 0.7

» Intervalo otimista

- /0.7(1—0.7) /
1Co.05(p) = (0.7—1.96 . ,0.7 + 1500 ) (0.677,0.723).

» Intervalo conservador

1Co.05(p) = (07—196\/ 1500 07+196\/ 1500 ) (0.675,0.725).

» Intervalo conservador sera ligeiramente mais largo quando p # 0.5.
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RESUMO: Intervalo de confianca para proporcao UFPR

1. Verifique se as suposicoes necessarias estao satisfeitas.
» Temos uma amostra aleatoria simples.
» Ha dois resultados possiveis (“sucesso”, “fracasso”).
» As condicoes para a distribuicao binomial sao satisfeitas:
> As tentativas sao independentes.
> A probabilidade de sucesso p permanece constante.
» A distribuicao normal pode ser usada como aproximacao para a distribuicao binomial,
ou seja, np > 5e np(1—p) > 5.
2. Determine o nivel de conflanca 1 — «, e encontre o valor critico z,,.

3. Calcule a margem de erro e = 7o - /252,

COMEP =7p OU p =540.5.
4. Calcule ICi_q(p).
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Intervalo de confianca para a variancia

ORI VSMIIEUMIE Estimacao pontual e intervalo de confianca

Sl o]

29



Intervalo de confianca para variancia

» Sendo Y; ~ N(u, 0%), entdo a v.a.

52

(n—1)= ~ x2,, emquen—1sao os graus de liberdade.

o2
» Argumentos analogos ao caso da media, levam a

(=) 52 (=) s?

2
[N (= S |
Xa/Z,nf1 X1fa/2,nf1

em que x2, ,_1 € X{_.;2,_1 530 0S quantis da cauda direita e esquerda da
distribuicao x? com n — 1 graus de liberdade.

» Note que neste caso o intervalo nao é simétrico.
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Exercicio: variabilidade no diametro de parafusos

Uma amostra aleatoria de 20 parafusos e
seus diametros sao medidos. As medidas
em milimetros foram as seguintes.

202 198 208 199 2.03
1.94 200204 Oum 05
2.09-2:03 “.95g-92mw (i
1L D201 0= 1 a0

Encontre um intervalo com 90% de confianca Figura 11. Foto de Pexels.
para o°.
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Solucao UFPR

» Média e variancia amostral 102

7=2009 e s?=0.0019. 2

» Quantis da distribuicao x? i

Xto,0.05 = 30.1435 i : ‘ ‘ : ‘

5 0 10 20 30 40 50
X19,0.05 = 10. T

Figura 12. Quantis da distribuicao .
» Assim, o intervalo de confianca é

(20 21) - 0.0019 (20 — 1) -10.0019

15, Sto =
09(0") a0 143007 I 101D

— (0.0012,0.0035) .
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Consideracgoes finais
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Comentarios finais UFPR

Em resumo Alguns topicos adicionais

» Intervalos de confianca sao formas de

, » Expressoes de outros intervalos.
expressar incerteza.

. . . - » Intervalos unilaterais.
» Os intervalos sao obtidos atraves de l .
quantis com base na distribuicao P IS CoRItnios
amostral. » Intervalos com diferentes
» Esta forma de raciocinio (paradigma) é probabilidades nas causas.
chamada de frequentista. » Outros paradigmas de inferéncia.
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Resumo

Estimacao pontual e intervalar

» Terminologia. a—" »
» Intervalo de confianca para a média.

» Intervalo de confianca para a
proporcao.

7

» Intervalo de confianca para a variancia.

Figura 13. Foto de Karolina Grabowska no Pexels.
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