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Somatorio

O somatério, denotado pela letra grega > (sigma maitsculo), é uma simbologia matematica para representar
a soma de termos sucessivos de uma sequéncia. A notagdao de somatdrio é frequentemente utilizada na area de
estatistica em férmulas e expressoes envolvendo somas sucessivas de elementos como, por exemplo, no célculo de
médias, varidncia, correlagoes, dentre outras quantidades.

OBS: ao longo deste material denotamos o produto de dois termos de duas formas: z -y ou simplesmente xy.
Usamos uma ou outra forma dependendo do contexto para melhor entendimento.

Exemplo 1

Como exemplo inicial considere a seguinte soma de termos:
1+24+34+4+54+6+7+84+9+10.
Esta soma pode ser representada, utilizando reticéncias, por:
14+2+...+10.

Uma representacao mais geral utiliza a notacao de somatdrio:

que é lida como “somatorio de 7, com ¢ variando de 1 a 10”, em que

e > denota o somatdrio indicando que termos obtidos para cada ¢ devem ser somados,

e 5em i =1 ¢ o indice do somatério, que é elemento que vai tomar os diferentes valores em cada termo da
sequéncia,

e 1 é o indice ou limite inferior do somatério,

e 10 é o indice ou limite superior do somatorio,

e i & termo que vai ser somado.

O resultado é:

10
Zi:1+2+...+10:55
=1

Neste caso, o termo foi simplesmente o préprio valor 7, mas pode-se ter expressdes mais gerais como veremos a seguir.

No caso mais geral da soma de n termos temos:

n
D
i=1
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Exemplo 2
A soma dos inversos de 7 para 7 variando de 3 a 8 corresponde a

1ol
3 4 5 6 7 8

e pode ser denotada por:
8

e

=3

~

e lida como “somatdério de 1/i, com ¢ variando de 3 até 8”.

Exemplo 3

Considere o somatério:

5 .
i2

7))

Z 241

=2

;

lido como “somatério de i*/v2+7i, com ¢ variando de 2 a 5”. Este somatério corresponde a avaliar o termo i/v/z+3
parai=2,i=3,i=4e1=>5, somando os resultados de cada avaliagao, ou seja:

R AL I sy
~V2+i V2420 V2430 V244 V245 VA VB VB VT T

O
Embora seja comum indicar o indice pela letra 7, pode-se utilizar qualquer outra letra para denotar o indice.
Exemplo 4
Abrindo o somatdrio. O somatério:
3 y 3-y
) )
= 3 3
corresponde a
1\ /9370 N /9\3 1 1\2 /2)\32 1\? /2\30
5)G) GG G 6 +6) G -
Y (Y (Y () L (Y
3 3)\3 3 3 3 B
8+4+2+13—0556
27 27 27 271) 7
O

Operagoes com elementos

O indice pode indicar elementos de um conjunto de valores e o somatério vai indicar a soma dos elementos ou de
alguma fung¢ao dos elementos.
Seja x; um elemento geral de um conjunto de valores x1, 2o, ..., z,. A soma destes valores é denotada por:

n
D> @
i=1

e a soma de alguma fungéo f(-) destes valores serd entdo:

Z f(z:)
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Exemplo 5

Sejam os valores 24, 27, 18, 30 e 25. Para indicar que o primeiro valor é 24, o segundo é 27 e assim por diante.
Denotamos: z; = 24,25 = 27,23 = 18,24 = 30 e x5 = 25. A soma dos valores é denotada por Z?Zl T; que

corresponde a
5

=1

Como um exemplo de uma fungdo dos valores considere a soma de quadrados:

5
> af =]+ a3 + 23 + 2] + 23 = 247 + 277 4+ 18% 4 30" + 25° = 576 + 729 + 324 + 900 + 625 = 3154.

%
i=1

Neste caso f(z) =% e Yo, f(z;) = Z?:l a3 =

Relacao com vetores

Dizemos que os valores formam um vetor que aqui chamaremos de y.

24
27
y= |18
30
25

O transposto deste vetor (denotado por y' ou yT) é:
y"=1]24 27 18 30 25]

A notacao y; denota um elemento genérico do vetor.

- 5 X ~
Desta forma o somatério ) . ; y; denota a soma dos valores do vetor y e corresponde & operagao:

24

27 5
1gy=[1 1 1 1 1] 18 :1'24+1'27+1'18+1'30+1'25:Zyi:124’

30 i=1

25

em que 1 denota um vetor de dimensdo cinco (5) em que todos elementos sdo iguais a 1 (um).

5 \ <
A soma de quadrados dos valores ) _,_, y? corresponde & operagao:

24
27 5

yy=[24 27 18 30 25| [18| =247+ 27° + 118° +30° + 25 = > y7 = 3154,
30 i=1
25

Esse tipo de soma acima é chamada de forma quadratica e serd utilizada em disciplinas como regressao, estatistica
multivariada entre outras.

O ntimero de termos de um vetor corresponde a:

11=[1 1 1 1 1] =1-141-141-1+1-1+1-1=5,

— e
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Algumas propriedades

e PS1 O somatério pode ser decomposto

n

n k
Swi=d vt Y. v, k<n
i=1 i=1

i=k+1

Exemplo 6

Sejam os valores do Exemplo 5 e k=3

5 3 5
STui=>wi+ > yi=(24+27+18) + (30 + 25)
i=1 i=1 i=4
O
e PS2 Soma de produtos com uma constante
> (ay) =a) v
i=1 i=1
Exemplo 7
Sejam os valores do Exemplo 5 e k=3
5 5
> 3y =3y1+3y2+3ys +3ys +3ys =31 +y2 +ys+yatys) =3 v
i=1 i=1
O
e PS8 O somatorio de uma constante .
Y C=nC
i=1
Exemplo 8
5
D A4=44444444+4=5-4=20
i=1

O

e PS/ O somatdério de somas (ou subtragoes)

Y@ Eg@) =D )£ )

i=1 i=1 i=1

e OBS Uma funcdo matematica que satisfaca tanto PS8 quanto PS4 é dita ‘linear’. Outros exemplos classicos
de fungobes lineares sdo a derivada e a integral, ambas estudadas em Caélculo.

Exemplo 9
Sejam f(i) =i e g(i) =i
3

D i+ Vi) =1+ V) + (24 V2) + (3+ V3) = 10.146

i=1

=(14+2+43)+ (V1+V2++3)=10.146
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Notacao abreviada

Para indicar uma operacao de somatorio em todos os elementos de um vetor de valores podemos simplificar ou
mesmo omitir os indices. Seja y um vetor de n elementos. A notagdo abreviada fica

n
Zyi = Zyi = Zyi-
i=1 i

A simplificacdo também pode implicar que a expressao é valida para quaisquer limites do somatério. A simplificacao
deve ser usada com cautela e somente quando for implicito no contexto os valores dos indices do somatoério.

Exercicios

1. Obtenha o valor dos seguintes somatorios.

(a) ;25 (f) Yoli(an+b) (k) Yoo &

(b) 302, 3i (8) oo 107 (1) Yo (5+5)
(¢) Sy ili—1) (h) 36, 2 (m) 3,2, (=1)"
(d) 252, 2 () (i +2) (m) YAl (-1
(0) Y, 2 (1) Y2+ (0) X5y G

2. Obtenha a expressdo de somatério e o valor das somas a seguir.
(a) 2+4+64+8+10+12+ 14416+ 18+ 20
(b) 1+34+54+7+9+11+13+15
() 3+2+3+2+...+5
)

(@) (o) + ()+(3)+(§I)

!
em que termos da forma (Z) = =) correspondem ao numero de combinagoes possiveis de n elementos,

tomando-se x a cada combinagcao.
() grt+a+a+a
() 1+a+o +o 42 4o
3. Sejam os vetores z = (2,5,8,4)" e y = (15,11, 10, 12)’, ambos com n = 4 elementos. Obtenha os resultados dos

somatérios a seguir.

a Z?:l Ti (h) y = Z’ Yi (n) ZZ xlz Z ikl

( (t
" S ) (5, v
(b) Eizpi 0 Sy - 7) (©) ()" J

>, wiyi—niy
<u) il w?—nfz

Z?:l 1‘12 + yzz v — )2 ) (2117)2 (V) i Zf
D k) &——

‘ w) il
(r) ﬂLﬂxm_l ) 2
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Duplo somatério

O duplo somatério ocorre quando cada termo de um somatério é dado por um outro somatério.

n m n

ZZ@ 7) :Zz 14+i-24+...4i-m)

=1 j=1 i=1
n n
=) (i-1) +Z +Z(Z m)
i=1 i=1
=(1-1+2- 1+ - D+01-242-24+...4n-2)+...+(1-m+2-m+...+n-m)
Sejam dois vetores @’ = (z1,22,...,Zn) ey = (Y1,Y2, -+, Ym)-

n n

Z Z TixTj = Z ;Y1 + Y2 + ...+ xlym)

=1 j=1 i=1

S

n

(wiy1) + Z Tiy2) Z(mlmm)

=1 =1
= (191 + Toy1 + -+ Tpy1) + (T1Y2 + Toyo + ..+ TpT2) + oo+ (T1Yim + T2Ym + -+ TYm)

Mais propriedades
e PS5 Distributiva e fatoracao

« PS6 Comutativa e associativa

o PS7 Distributiva

=1 j=1 i=1 j=1
Exemplo 10
3 5 3 5
ZZ(M’):(Zi) > i =6x15=90,
i=1 j=1 i=1 j=1
3 5 3 5
ZZ(M’):(Zz’) Y| =6x14=84
i=1 j=2 i=1 j=2
Exemplo 11

Sejam os vetores z = (2,5,8)" e y = (15,11,10,12)’, com n = 3 e m = 4 elementos, respectivamente.

SN iy =(2:1542-1142-10+2-12)+ (5:15+5-114+5-10+5-12) + (8- 15+ 8- 11 + 8- 10+ 8- 12)] = 720.
i=1 j=1

ou, usando PS5,

3 3
SO my; = (Zx) Zyj (24+5+8)- (15 + 11+ 10 + 12) = 15 - 48 = 720.

i=1 j=1
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Exercicios

4. Sejan =3 e m = 4. Calcule:

(a) iy 2ot (i +4) (€) 22ty 2271 (i/4) (€) iy X5 (ig)
(b) sy 227 (i)) (d) 2o, i+ )

5. Seja x = (2,5,8) e y = (15,11,10,12)’. Calcule:

(a) 3isy Z;‘nﬂ(xiyj) () Yiea 27:1(%/351) (e) 20, E;l:z(xz + ;)
(b) Sy S (i + ) (d) S, 0 (i) () i, Yo (i)

Alguns somatorios especiais
LY i= %
n . n(n+1)(2n+1
2, S, it = shesbiosh | |
3. (Teorema binomial) (a +b)" =37 (7)a"~'b* \ em que () = nn=1).(n—itl) _ _nl

i i 4! (n—i)le!”

Exercicios

4. Resolva utilizando as expressoes dos somatdérios especiais.

(a) 32,4 () 32,42
(b) 302, (@) S, 2

5. Expandir utilizando o Teorema Binomial

(a) (z+y)? (b) (z+y)*

Produtdrio

O produtério, denotado pela letra grega [ (pi maitsculo), é uma simbologia matemdtica para representar o
produto de termos sucessivos de uma sequéncia.
Exemplo 12

O produto dos termos:
1-2-3-4-5-6-7-8-9-10,

pode ser representada, utilizando reticéncias, por:
1-2-...-10.

e um representacao mais geral utiliza a notagdo de produtério:

ue ¢é lida como “produtério de 4, com ¢ variando de 1 a 10”, com termos andlogos aos de somatorio.
b b

Desta forma, o produto dos n primeiros nimeros naturais sera:

n

Hi:1~2~3...-n

i=1
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Para um conjunto de valores y1,ys,...,yn 0 produtério é denotado por:
n
11
i=1

Exemplo 13
Seja o vetor de y' = (24,27,18, 30, 25)

5
H y; = 24-27-18-30- 25 = 8.748 x 10°
=1

Algumas propriedades

e PP1 O produtério pode ser decomposto

n k n
Hvi=11v II vir k<n
i=1 i=1

i=k+1

Exemplo 14

Sejam os valores do Exemplo 5 e k=3

5 3 5
[Tvi=1]v JJvi=24-27-18) (30-25)
i=1 i=1 1=4

O
e PP2 Produtos com uma constante
[T(ay) =ayi-aya- ... -ayn =a™ (-2 yn) =a [ i
i=1 i=1
Exemplo 15
Sejam os valores do Exemplo 5 e k=3
5 5
113y =3v1-3y2-3ys - 3ya-3ys =3°(yr -2 ys - wa-ys5) = 3° [ [ wi
i=1 i=1
O
e PP3 Produtério de uma constante .
[[c=c"
i=1
Exemplo 16
[[4=44-4-4-4=4° =102
i=1
Atencgao aos indices.
[[2=22-2=2°=38
i=3

O
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e PP5 Pelas propriedades associativas e comutativas tem-se que
n n n
i=1 i=1 i=1

o PP6

TTo - (H y>
=1 =1

e PP7 Relagdo com poténcia

n
H OYi = OFi=1vi
i=1

Exemplo 17

Sejam os vetores z = (1,8,5)" e y = (15,10,12)’, com n = 3 em cada um deles.
3
> ay;=(1-15)-(8-10)- (5-12) = 7.2 x 10",
i=1
ou, usando PS6,

3
S ziy; = (1-8-4)-(15-10-12) = 7.2 x 10%
i=1

Notacao abreviada

Assim como em somatérios, para indicar o produto de todos os elementos de um vetor de valores podemos simplificar

ou mesmo omitir os indices.
n
[Tvi=11vi=11w
i=1 i

A simplificacdo também pode implicar que a expressao é valida para quaisquer limites do somatério. Por exemplo,
as propriedades sdo validas para quaisquer indices e podem ser escritas de formas equivalentes.

n

H a¥i = g¥i=1Yi A igualdade é vélida para i =1,2,...,n,
i=1

u

Hayi = gZi=¥u e também é valida para ¢t =1, (I +1),...,u,
i=l

H a¥i = g™V e portanto valida para quaisquer limites.

A simplificacao deve ser usada com cautela e somente quando for implicito no contexto os valores dos indices do
somatorio.

e PPS8 Relagao com logaritmos
Uma propriedade particularmente importante relaciona o produtério ao somatoério através de logaritmos.

O logaritmo pode ser entendido como a solu¢do de uma equagdo em que a variavel é uma poténcia. Se
b* =a,
entdo o valor de x que torna a equacao verdadeira é o “logaritmo” de a na “base” b,

xr = log, a.

Duas propriedades do logaritmos serao utilizadas aqui.
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e PL1 O logaritmo de um produto é a soma de logaritmos:
log (A- B) =log A+ log B

e PL2 E vilida a igualdade
blOEb a—_ g,

Ambos resultados sdo véilidos para qualquer base dos logaritmos.

Por simplicidade e, sem perda de generalidade, vamos considerar aqui que estamos usando logaritmo neperiano, ou
seja, log = log, = In de tal forma que:
loga=2—¢"=a

e podemos denotar ainda na forma
exp(z) = a.

Aplicando estes resultados temos que
A - B = exp{log(A- B)} = exp{log(A) + log(B)}

E, de forma mais geral,
[T4 = exp{log([v:)} = exp{D>_ log(vi)} = exp{n log(y:)},
i=1 i=1 i=1

em que logy; é a média dos logaritmos dos dados y;.

Exemplo 18
H;l=1i -1-2. 3 L4 = elog(l) + elog(2) + 6109(3) + el09(4) — e(log(1)+log(2)+log(3)+log(4)) — exp{Z?zl log(z)} =24

10
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Exercicios

6. Calcule os seguintes produtoérios.

(a) exp{>>;_,log(i)} (f) exp{327_, log(i) + 37, log(i — 1)}
(b) exp{— 327, log(i)} (g) exp{log(2) - i, i}

(c) exp{>_;2, log(i + 2)} (h) 2%

(d) exp{327_5 log(2i)} (i) 10%=2logio'

(e) exp{3log(2) + 37 ,log(i)} (j) 25%-2log2i

8. Seja um vetor de dados y' = (y1,¥2,...,¥y10) de dimensdo n = 10. Tem-se que ), y; = 25. Obtenha o valor
numérico ou a expressao das quantidades a seguir.
(a) TTizi v (c) II;e*2v (e) II;ae™
(b) I, & (@) TI, e*a

Médias
Seja um vetor y de dados com elementos y1,¥ys2 ... Yn.

1. A média aritmética (denotada por g) é escrita utilizando a notagdo de somatdrio.

7= 2?21 yi.
n

2. A média harmonica (denotada por 7z) também é escrita utilizando a notagdo de somatério.

n _ —1
R (Ei—lyz’ 1) - (F)fl

em que y~! é a média dos inversos dos dados ;.

3. A média geométrica (denotada por gg) também é definida por um produtério mas pode ser escrita utilizando
a notacao de somatorio de logaritmos.

(Z_nlgy) — exp (o8 ) »

em que logy; é a média dos logaritmos dos dados y;.

Somatérios e Produtérios - Casos curiosos
oo 1
LY Zoa=e¢

2

c© 1 _ x°
2. Zi:lfz— 6

11



	Somatório
	Exemplo 1
	Exemplo 2
	Exemplo 4
	Operações com elementos
	Exemplo 5

	Relação com vetores
	Algumas propriedades
	Exemplo 6
	Exemplo 7
	Exemplo 8
	Exemplo 9

	Notação abreviada
	Exercícios
	Duplo somatório
	Mais propriedades
	Exemplo 10
	Exemplo 11

	Exercícios
	Alguns somatórios especiais
	Exercícios

	Produtório
	Exemplo 12
	Exemplo 13
	Algumas propriedades
	Exemplo 14
	Exemplo 15
	Exemplo 16
	Exemplo 17

	Notação abreviada
	Exemplo 18
	Exercícios

	Médias
	Somatórios e Produtórios - Casos curiosos


