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| CONCEITOS BASICOS

1.1 INTRODUCAO

Latim: INFERENTIA

Ato deinferir (tirar por conclusdo).

Admite-se uma proposicdo como verdadeira, que ndo sga conhecida diretamente,
através darelacéo dela com outras proposi¢cdes ja sabidamente verdadeiras.

Casos especiais. Inferéncia Dedutiva (certa).
Inferéncia Indutiva (incerta, ha um nivel de probabilidade envolvido).

Ex.:

Dedutiva: Premissa principal - um dos angulos de um triangul o retangulo tem sempre
90°.
Premissa secundéria- T é um triangul o retangulo.
Conclusdo: T tem um angulo de 90° (particular ® geral).

Indutiva: 10" sementes s&o plantadas, deseja-se saber quantas dardo flores brancas e
guantas vermelhas. H4 um nivel de probabilidade envolvido para cada flor
(cor) (gerad ® particular).

A ESTATISTICA

Usualmente, é impraticavel observar toda uma populacdo, seja pelo custo ato sga
por dificuldades operacionais. Examina-se entdo uma amostra, de preferéncia
bastante representativa, para que os resultados obtidos possam ser generalizados para
toda a populagdo. Um experimento pode ter por finalidade a determinacdo da
estimativa de um parametro de uma funcdo. Toda conclusdo tirada por amostragem,
quando generalizada para a populacdo, apresentara um grau de incerteza. Ao
conjunto de técnicas e procedimentos que permitem dar ao pesquisador um grau de
confiabilidade nas afirmacdes que faz para a populacdo, baseadas nos resultados das
amostras, damos o nome de Inferéncia Estatistica

OBJETIVOS PRINCIPAIS

a) Plangar o processo amostral e experimental;
b) Obter inferéncias sobre a populacéo;
c) Estabelecer niveis de incerteza envolvidos nessas inferéncias.



1.2 NOCOES DE POPULACAO E AMOSTRA

DEF.1: POPULACAO ALVO é atotalidade de elementos que estfio sob discussio e
das quais se desgja informagéo.

EXEMPLO 1:- Suponha que se tenha armazenado num depdsito 10 milhGes de
sementes de flores das quais sabe-se que produzem flores brancas e vermelhas. Os 10
milhGes de sementes € a populacdo e desgjase a informagdo: “quantas destes 10
milhdes de sementes produzem flores brancas 7.

DEF. 22 AMOSTRA ALEATORIA: Sgjam as variaveis [X1, Xo, ... ,Xn] que tém a
densidade conjunta f, . . (X,X;,..,X,) que fatora nas densidades marginais

seguintes:
fz((l() = fxl,xz ..... Xn (Xl’XZ""’Xn) = fx1 (Xl)'fx2 (XZ)"'.I:XrI (Xn)

com f(.) sendo a densidade comum atodas as X;. Entéo (X, X2, ..., X;)) € definida como
amostra aleatoria (a.a.) de tamanho n da populacdo com densidade f (.).

Nota: Um valor especifico daa.a. Xj;...;Xn € denotado por X1;Xz;...;Xn.

No exemplo das 10" sementes, pode-se ter:
flor - branca® valor 0
-vermelha® valor 1

Xi = 0 sebranca
1 severmelha

Assim, umaa.a (n=50) podeser: X1 =0; X2 =1; ...; Xsp =0

EXEMPLO 2:- No exemplo tomado, pode-se associar 1 a flor branca e 0 a flor
vermelha, entdo existe um numero associado a cada elemento da populagdo. Se a
amostragem de sementes € feita de tal forma que as varidveis X1 Xp, ... X, S30
independentes e tém a mesma densidade a amostra é dita aleatéria.

DEF. 3: POPULACAO AMOSTRADA: Sgja [X1, X2, ... ,X,] aa da populacdo com
densidadef (.), entdo esta populacéo é chamada popul acéo amostrada.

Resultados com base na a.a. s6 sdo validas para a populagdo amostrada, a menos que a
populacdo alvo sgja a populacéo amostrada.



EXEMPLO 3: Suponha que um sociologo desgja entender os habitos religiosos dos
homens com 20 anos de idade em certo pais. Ele extrai uma amostra de homens com 20
anos de uma grande cidade para estudar. Neste caso tem-se:

Populagdo alvo: homens com 20 anos do pais;
Populagéo amostrada: homens com 20 anos da cidade grande amostrada.

Entdo ele pode fazer conclusbes vélidas apenas para os elementos da grande cidade
(populagcdo amostrada), mas pode usar 0 seu julgamento pessoal para extrapolar os
resultados obtidos para a populagdo alvo, com muita cautela e certas reservas.

EXEMPLO 4:- Um pesquisador agricola esta estudando a producdo de certa variedade
de trigo em determinado estado. Ele tem a sua disposicdo 5 fazendas, espalhadas pelo
estado, nas quais ele pode plantar trigo e observar a producéo. A populagdo amostrada,
neste caso, consiste das producgdes de trigo nestas 5 fazendas, enquanto a populagéo alvo
consiste das producgdes de trigo em todas as fazendas do estado.

1.3 ESTATISTICA : MOMENTOS AMOSTRAIS

DEF. 4;: ESTATISTICA:

Uma estatistica € uma funcéo das variaveis observaveis, e é por si prépria uma variavel
observavel que ndo contém qualquer parametro desconhecido.

d
a X
EXEMPLO 5. Sga a aa [Xi, X2, ... Xi. A média amostral x = 22— é uma
n
estatistica.
EXEMPLO 6: Sdaav.a X ~N(ms?) commes? desconhecidos, entdo X - mn&o

€ estatistica porque ndo € observavel, é funcdo do pardmetro
desconhecido m

EXEMPLO 6: Sejaumav.a. com distribuicdio N(ms?). Quais sdo Estatisticas?

a) X>m d) X-4

X 3
b) s? e) X - logX
c) X%3



DEF.5: MOMENTOS AMOSTRAIS
Sga[X1, Xz, ... ,X;] umaaa. dadensidade fx(x). Entdo, o k-ésimo momento amostral é
definido por:

Qo
X

Mk:

Sk

1

OBS1:Sek=1 M= X = lé X (médiaamostral)
nizg
E, 0 k-ésimo momento amostral emtornode X & definido por

—_a. (Xi - )k

=1
OBS 2: Momentos amostrais sdo exemplos de estatisticas.

RESULTADO 1:
Sgja [X1, X2, ... ,X;] umaa.a dapopulacdo com densidade f«x(x). Entdo, a esperanca do
k-ésimo momento amostral éigual ao k-ésimo momento populacional, isto &

E(My) = m=E(x*)
e também,

1 1 :
V(My) = E[E(XZk)—[E(Xk)Z] = E[nlk—(nl)z] . se My existe.
EXERCICIO 1 : Prove o resultado anterior.

DEF.6.. VARIANCIA AMOSTRAL

n

Sgja[X1, X, ... X;] uma aa dadensidadef, (x), entdo s* = ilé (x - )2 &
- i=1
definida como variancia amostral.
OBS: Tanto & quanto M, = S 2 medem a disperséo da amostra, contudo s> € melhor que

S 2 porque E(s%) = m, = s, enquanto E(M,) = E(S %)t mp =s?

RESULTADO 2: Sga[X1, Xz, ... ,Xp] umaa.a. dadensidade fy(x), que tem média me
varianciafinitas?, entdo :
2

EQ=m e  V(x)= jST
EXERCICIO 2: Prove o resultado 2.

RESULTADO 3: Sgja[Xy, X2, ... ,Xn] umaaa da densidade f,(x) e sgjas® avariancia

amostral, entdo
E(sz):szeV(sz)——gmA n-3:49
n- 1 g

EXERCICIO 3: Prove aprimeira parte do resultado 3.
8



1.4 AMOSTRAGEM DA DISTRIBUICAO NORMAL
RESULTADO 4: Sga X amédia amostral da a.a. [X1, Xz, ... ,X;] dadistribuicdo N
(ms?). Entdo x~n (ms?/n).

Umav.a. X é normalmente distribuida se sua f () é dada por:

1 x-m,
)

fx(X)ZfX(Xim,S):\/sze ° ‘meX1 R,s>0

REVISAO: FUNCAO GERADORA DE MOMENTOS
y x () = E(€")
sday =ax+b> y,(t) =€y (al)
Y o (tty) = E(E€)
Sgam asv.asX eY. Elas seréo independentes se e somente se:

2y X,Y(tl’tz) =y x (L (L)

EXERCICIO 4: Prove o resultado 4.

DEF. 7: DISTRIBUICAO QUI-QUADRADO (c?)

7 1
1L ©0 e
Q%) é2g

distribuicdo qui-quadrado com n graus de liberdade, onde n é um inteiro positivo.

Se X é umav.a com densidade f(X) = , X >0, entdo X € ditater

OBS..SeX~c? P E(X)=ne V(X)=2n

RESULTADO 5: Se as v.as X;, i = 1,2,..., n s80 normais e independentemente
.2

&-mo _ X2,

s 5

n
. . , o A ~ o
distribuidas com médiam evaridncias >, entdoav.a U = g
i=1

EXERCICIO 5: a) Prove o resultado citado na observag&o anterior.
b) Prove o resultado 5.



RESULTADO 6: Se [z, 2»,..., Z)] €umaa.a. de umadistribuicdo n( 0,1), entdo :
(i) z~n~(0.%)

() ze é (z - z)? sdo independentes

i=1

(& -2~ x,

i=1

COROLARIO: Se s? —ilé (X - x) é avarianciaamostra de uman(ms?), entéo
n i=1
(n 1) tem uma distribuigdo ¢ 2,
s?

EXERCICIO 6: a) Prove o resultado 6.
b) Prove o corolé&rio do resultado 6.

DEF. 8: DISTRIBUICAO A
Seav.aX tem adensidade abaixo, entdo X € definida como umav.a com distribuicio A
com n; e n, graus de liberdade.

atl, +U, 0
fx (x)= a; ..ng%g —/u+u x>0
o 0 142
o208 14 (i 2
e2gelg

RESULTADO 7: SgjaU uma v.a com distribuicdo c? com n; graus de liberdade e seja

U
V umav.ac? com n, graus de liberdade, v.a's independentes. Ento av.a X = 4 tem

u;

distribuicdo A com n; e n, graus de liberdade.

COROLARIO: Se[Xy, X2, ... ,Xm+1] € uma a.a. de tamanho m + 1 de uma populagio
N(m,s ?) e se [Yy, Yp,..., Ynia] € uma aa de tamanho n +1 de uma populagdo

N(m,,s 5 ) e se as duas amostras sdo independentes, entéo :

m+1 _ n+l _ n _
a (x - %’ a -y’ a-»m
U:izls—z---(;zm’V:i:l 57 Z,talque izl ~Am, n.
7 -
a(y-y’/n

EXERCICIO 7: a) Prove o resultado 7
b) Prove o corolario do resultado 7.

RESULTADO 8: SgjaX umayv. aAu 4, ENtéo :

2
+U. -
U ys2 e vz et n2) Ly
-2 ul(uz' 2) (U2 - 4)

E(X) =

10



EXERCICIO 8: Prove o resultado 8.

CARACTERISTICAS DA DISTRIBUICAOF

i) Distribuicdo Assimétrica;

ii) Depende de m e n para sua caracterizagao;
iiil) HAumarelacdo entre ty e Fw: tzk = Fak
iv) Esperanca e Variancia

2n*(m+n-2)

n
E[x] =——5;(h>2)eV[X] = ;(n>4
1
V) Fiy mn)= Fa mm)
APLICACOES

- Andlise de Variancia(ANOVA)
- Teste de Homogeneidade de Variancias

DEF.9: DISTRIBUICAO “t” DE STUDENT

A distribuicdo "t" estuda os casos de pequenas amostras (n<30) e/ou quando se
desconhece a variancia populacional (s2). Assim, faz-se necessario estimar s através da
estatistica S, funcdo daaa Xi;...;.Xn.

O Teorema do Limite Central mostra que a distribuicdo amostral da média tem
distribuicao N(m s/n), quando n é grande. Logo, a estatistica Z

Z :M~ N(0:2)

Agora, se usarmos a estatistica S e n for pequeno, Z ndo terd mais distribuicao Normal.
Qual serd sera entdo a nova distribuicéo?

O edtatistico W.S.Gosset ("The Probable Error of Mean" Biometrika, 1.908), sob
pseuddnimo de Student, obteve uma distribuicdo exata para nova estatistica, denotada
por "t"de Student:

X-m
t:7— : S? um estimador imparcial de s?.
Jn

Esta distribuicéo é definida pela razéo entre uma v.a com distribuicdo Normal Padréo e

11



araiz quadrada de umav.a com distribui¢éo Qui-quadrado, ou sgja, X = i comZe

%
U independentes. Desta forma X tem distribuicdo “t” de Student com f.d.p :
u+l)/2] 1 1
f, 0= 20D
C‘€i+ +—3F
ecg U g
RESULTADO 9: SeZ ~n(0,1) eU ~ c?, e sdo independentes, entéo X = f/ ~tn.

EXERCICIO 9: Prove o resultado 9.

RESULTADO 10: Se X € umav.acom distribui¢éo t,, entdo:

EX)=0eV(X)= 2, u>2
u-2

EXERCICIO 10: Prove o resultado 10.

Algumas funcdes geradoras de momento (f.g.m.):

01) Norma
My(t) = d™%7) @ N(0:1) ® Miy(t) = e /2 = E(e¥)

02) Qui-quadrado
&

e 1 ¢ L
Mx(t)zgﬁa 1<

03) t de Student
Nao existe!!

04) F de Snedecor
N&o existe!!

Outros resultados:

SBernoulli ~Binomial
SPoisson ~Poisson (S 1)
SExponencial ~Gamma(n; | )

12



Il SUFICIENCIA

2.1 INTRODUCAO

CONCEITO

Dada uma populagdo com f.p. ou f.d.p pertencente aclasse fq = {fx(x¥g ) ; g1 Q} onde
Q € 0 espaco paramétrico, um estimador ou uma estatistica, T = t(X1,X2,...,Xy), pode ser
interpretada como o procedimento destinado aretirar daa.a., (X1,X2,...,Xp), informacao
sobre o valor desconhecido do parametro . Esta estatistica existindo, € chamada de
suficiente para q. Assim uma estatistica suficiente permite um resumo das informacfes
trazidas pela amostra, ou sgja, resume os dados sem perder nenhuma informagéo sobre o
paréametro q. Portanto, conhecida uma estatistica suficiente, os dados da amostra passam
aser irrelevantes, pois nada mais dizem sobre g, ficaram exaustos quando se calculou a
estatistica T suficiente.

2.2 DEFINICAO: ESTATISTICA SUFICIENTE:

Sga[X1, Xy, ... ,Xn] umaa.a. dapopulagdo com f.p. ou f.d.p naclasse fq = {fx(x¥4); q
T Q}; umaestatistica T é suficiente para q se e somente se adistribuicgo de (X1 , X» ,...
, Xp) condicionada por T=t ndo depender de g, para qualquer que sgjao valor t do
dominiodeT.

EXERCICIOS:
1) Sga[ X1, X2, X3] umaa.a. de uma populacéo de Bernoulli com pardmetro q.

a) A v.a. X; édiscreta ou continua? Por qué?

Xi~b(L; ) P fx(x)=q"(1- q)"", lonX)

Discreta, pois seu dominio € um conjunto enumeravel finito.
b) Qual o0 espaco amostral daamostra Xq; X, ;X3?

Ng=2"=2*=8
S={(0;0;0); (0;0;1);...;(1;1;1)}

¢) Qual adistribuicdo de prob. conjunta de [X1; X2 ;X3]?

Fxioxe (10) = (3 ) o () =
qx1(1_ q)l-X1qx2(1_ q)l—xzmq X"(l- q)l-Xn:ani(l_ q)n—ax.

d) Qual o espaco amostral de g (espaco paramétrico)?
q={q:0<q<1}

13



€) Sgja a estatistica T=SX;, representando o n° de sucessos do conjunto de n
observagdes. Qual adistribuicdo dav.a. T?

280
)= g a'@-a)™

Prove através da funcdo geradora de momentos (f.g.m.)
Bern. = My(t) = q + (1-g)€
Bin.= My(t) = [q + (1-q)€]"

f) Qual aprob. de ocorréncia do resultado { X1;Xz;...;Xn.} condicionado a T=t?

}?_Xi
P[X1=X1,...,.Xn =Xn /T=1
PIX/T=t] = P[X1=Xg;....Xn=Xn/ T=t] = Fizn P[T:t]x -

g @-qgq)mer 1

wo t(l_ )n-t :869
g &z

g) A Est. T= Sx; é suficiente para (estimar) q?

1
Como P{x/Sxi = t] = g Néo depende de g, entéo T é uma ESTATISTICA

&z

SUFICIENTE!
2) Na situacao do exercicio anterior, sgja To = X1 + Xa.

a) Qual adistribuicdo de T?

T~b(Z q)

b) A estatistica T é suficiente?

P[X1=X1,X2 =X2,X3=X3/ X1+ X3 =1]
Px/T=t] = PT=1] =

_q x1(l_ q)l x1q X2 (1_ q)l xzqt—x1(l_ q)l (t- x1)

e q)
gtz

14



B q xz+t(1_ q)3 (2+t) B q X2 (l- q)l X2

820 . a )Z-t @O : Portanto T ndo é suficiente!
gt _ﬂg g gt g

3) INSPECAO POR AMOSTRAGEM: Uma méguina produz n itens sucessivamente.
Cada item produzido é bom com probabilidade q e defeituoso com probabilidade 1-q,
onde q € um parametro desconhecido. Suponha que ndo ha dependéncia entre a
qualidade dos itens produzidos e sgja X; = 1 se 0 i-ésimo item € bom e X; = 0 em caso
contrério.

a) Qual adistribuicdo de probabilidade dav.a X; ?
b) Qual adistribuicéo de probabilidadedav.aT = é X, ?

i=1

c) Determine adistribuicgo conjuntade X '=[Xq, Xa,..., Xp].

d) VerifiqueseaestatisticaT = § X, é suficiente parag.

i=1

4) No contexto do exercicio 1, verifique se a estatistica S = X1.X, + X3 € suficiente para

estimar g, seguindo a seqiéncia de itens seguinte:

a) Qua o contradominio dav.a S ? Relacione os eventos e o contradominio de S.
b) Calcule P (X1=x1,X2=X2,X3=X3) para todos os 8 termos [X1,X2,X3]. Construa
uma tabela que mostre tudo que € pedido.
c) Cdcule P(S=0), P(S=1) e P(5=2), ou sga, determine a distribuicdo de
probabilidade  de S, P(S=s). Construa uma tabela que mostre os valores.
d) Caculeadistribuicdo conjuntade X' =[X1,X2,X3] condicionadaaS=s.
€) Qua aconclusdo que se podetirar sobre S ?

5) Sga [X1, Xa3,..., XpJuma a.a. de uma populacdo Poisson P(q) onde g > 0. Mostre

15

diretamente que é X, éuma estatistica suficiente para g, respondendo ositens :
i=1

a) A v.aX; édiscretaou continua ? Por qué ?

b) Escrevaaf.p.dav.aX;.

c) Escrevaaf.p. conjuntapara x ' =[X1, Xaz,..., Xp].

d) Calcule aprobabilidade conjuntade X, condicionadaaT =t.

e) OqueseconcluisobreT= Q X, .
i=1



2.3 TEOREMA DE NEYMAN-FISHER OU TEOREMA DA FATORIZACAO

Sgja uma aa [Xi, X2, ... X5 de uma distribuicdo f(x;q), g1 Q. A estatistica T(X) €
suficiente para g se e somente se existe funcgéo g(t, q), definida paratodo t e paratodo g
T Q, eh(X) definidaem R"tal que:

P(X,0) = 9(T(X),a)-h(X)

Exemplos:
01) X; ~Bernoulli (q); amostra = [X1,X2,X3]. T=SX é suficiente?

(Xq) Of( q)=0g*(1- q)* =q**(1- q)*** =&

103,
x

-1q)

Q

g
independedeq, assm T é suficiente

.(1 - g ) ° depende da amostra apenas atravé s det

02) Xi ~N(q;s?), -¥ < q < +¥, s conhecido.

_ 1 5052

Pelo teorema tem-se:

n

fg({(;q) :i:dl (X q)2 ggzps ( a(xsq)z;

Mas S(X-g)° = S[(X-X)-(q -X)]? = S[(X-X)*2(X-X)(q - X )*+(q -X )7 =

= S(X-X)22S(X-X )(q -X )+S(q - X )>= S(X-X )*+n(q - X )?

* ( ) &1 0 -Z—Ia(xan(qxn _

&/2ps 6 € =g(t;q).h(x,...;x)) =

\ X éuma estatistica suficiente parag.

EXERCICIOS:
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1)PROCESSO DE POISSON

Suponha que as chegadas de n consumidores em um servico sgjam contadas
seguindo um Processo de Poisson com parametro de chegada q. Seja X; o tempo de
espera até a chegada do i-ésimo consumidor.

a) Qual adistribuicdo do tempo de espera X; ?

b) Escrevademaneiraforma af.d.pdav.aX;.

c) Escrevaaf.d.pdav.aX; usando afuncéoindicadoral, quevale 1 quando X >0e

0 em caso contrario (contradominio de X;).
d) Qual afuncdo densidade conjuntadaaa. (X1, Xa,...,Xn) dapopulagdo X ~E (Q)
?

e) Veifique se a edtatistica T = é X, € suficiente para g, usando o Teorema de
i=1

Neyman-Fisher.

2) Sgja( X1, Xa, ..., Xp) aa de uma populagdo comf.p. P (q).

a) Escrevaaf.p. davariavel aeatéria X.

b) Escreva a f.p. da v.a X, usando a funcdo indicadora | (que descrevera o
contradominio de X).

c) Qua af.p. conjuntadaaa. [ X1, Xo,..., Xp] ?

d) Determine usando o teorema de Neyman-Fischer a estatistica suficiente parag.

3) Sgja[X1, X2,..., Xi] umaaa. deumadistribuicgon (0, g%), 0< g < ¥.

a) Escrevaaf.d.pdavaridvel aeatoria X.

b) Escrevaaf.d.p dav.aX usando avaridvel indicadoral para o seu dominio.
c¢) Qua afuncéo de densidade conjuntadaa.a. [X1,X2,...,Xpn] ?

d) Qua aedatisticasuficiente paraq ?

4) Sga [X1, Xa,..., Xp] uma a.a. de tamanho n de uma distribuicdo geométrica com
parametro g, G(q).

a) Escrevaaf.p. davariavel aeatéria X;.

b) Escreva af.p. da variavel aleatéria X;, usando a variavel indicadora para o seu
contradominio.

c) Qua af.p. conjuntadaaa. (X, Xz,..., Xp)?

d) Determine a estatistica suficiente para estimar g.

5) Sga[X1, X2,...,.Xn] umaa.a. deumadistribuicdo U [0, q].
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a) Escrevaaf.d.pdavaridvel aeatoria X.

b) Escreva a f.dp da v.a X; usando a varidvel indicadora | para o seu
contradominio.

c¢) Qua afuncéo densidade conjuntadaa.a [X1,X2,...,.Xn]?

d) Determine a estatistica suficiente paraq.



6) Seja [X1,X2,...Xn] aa, onde X; é umav.ai.i.d. n(ms %), com ambos os parametros
desconhecidos. Sgjag’=[ms 7.

a) Escrevaaf.d.pdavariavel aeatdria X;.

b) Escrevaaf.d.p davariavel aeatdria X; usando avariavel indicadoral para o seu
contradominio.

¢) Qua afuncéo de densidade conjuntadaa.a. (X1,X2,...,Xn)?

d) Determine usando o T. de Neyman-Fischer a estatistica suficiente para q’'=

[ms 2.

2.4 FAMILIA EXPONENCIAL UNIPARAMETRICA

Umav.a. em R possui distribuicdo da familia exponencial uniparamétrica se a sua f.p.
ou f.d.p é da forma f(x¥g) = exp{c(q)T(x) + d(q) + S(X)}.la(x), onde g1 Q, intervalo
aberto deR e o conjunto A = {x¥2f(x¥g) > 0} €independente de g.

EXEMPLO 1 :A distribuicdo binomial, b(n,q), pertence afamnlaexponencnal pois:

f(xl/:q)—g G- q) —%expélng O xing + (n- X)in{i- a)ig v )
%o i

:Iexpelngm% xIng +nin(l- q)- xIn(1- q)w In (%)
t & Xg %

f(xva) :}ex od ?°+x|ni+n|n(1 AN
t & &p -q %
1 é ud
é
f(xvg) :J{ex &x In—+|M‘|£14§1 )+1n iﬂyl (X
o a 4 2t o d@) 1
f &8 ™™ S() Hb
EXEMPLO 2: A distribuicdo U [0, g] ndo pertence a familia exponencial, pois:
fx(X) = ql OEXEQ

fx(X) = exp{-Ing} ndo corresponde a forma de familia exponencial, uma vez que o
limite na extremidade b depende de q.

Se [X1, X3,...,X;] € umaa.a. de uma populacdo com f.p. ou f.d.p dafamilia exponencial,
entdo a estatistica T(X) € uma estatistica suficiente para g, pelo Teorema de Fatorizacao.

EXERCICIOS:
1) Sga [X1, X2,...,Xpn] uma aa de uma distribuicdo normal n(mqg) com m fixo e
conhecido.
a) Escrevaafuncéo densidade de probabilidade conjunta.
b) Escrevaaf.d.p conjunta naforma dafamilia exponencial.
c) ldentifique asfuncdes c(q), T(x), d(q) e S(x).
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d) Qual aestatisticasuficiente paraq?

2) Suponha [Xi, Xa,...,Xp] uma aa de uma populagdo com uma das seguintes
densidades. Ache a estatistica suficiente para g, com a fixo, e identifique c(q), T(x),

d(q) e S(x).

a) Beta(q,1)
b) Weibull(qg,a)
c) Paretto (q,a)

2.5 FAMILIA EXPONENCIAL K-PARAMETRICA

A familia de distribuicdes {P;; T Q} é dita familia exponencial com k parametros ou
k-paramétrica, se existem as funcdes de valor rea ¢, C,,..., ck € d(q), e ainda Ty, To,...,
Tk funcdes de variavel real, e também S, definidas em R" eum conjunto A I R" tal que
af.d.p (ouf.p.) de P, pode ser escritanaforma.:

i é& u

p(x,q) = j expaa ¢ @)T (x) +d(@@) + S(z)agl A(X)
| €i-1 u

e pelo Teorema da Fatorizagdo o vetor T(x) = [T1(X),..., Tk(X)]" ésuficiente parag’ = (qy,

02 Ok )-

EXERCICIOS:
T
1) Seja( X1, Xa,..., Xr) umaa.a de umadistribuicio n(ms?), onde q-= é 23.
e U

ad) Qual o espago paramétrico do parametro q ?

b) Escrevaaf.d.pdeX;.

c) Escrevaaf.d.p conjuntadaamostra.

d) Escrevaaf.d.p conjuntanaforma dafamiliaexponencial.
€) Qual aedtatisticasuficiente paraq ?

2) Sga (X1,X2,...,Xp) uma a.a. de uma distribuicdo G(a,b), onde q = éﬁjﬂ € 0 vetor de
i

parametros.

ad) Qual o espaco paramétrico deq ?

b) Escrevaaf.d.pdav.aX.

c) Escrevaaf.d.p conjuntadaamostra.

d) Escreva a f.d.p conjunta na forma da familia exponencia e identifique ci(q),
Ti(x), d(q) e S(x).

€) Qual aestatisticasuficiente paraq ?
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lIl MODELOS PARAMETRICOS

3.1 CONCEITO

Quando se usa a designacdo paramétrico, o significado do termo € o de que a forma da
f.p. ouf.d.p dav.a foi especificadaapriori e ndo € posta em questdo. Além disto tem-se
que:

as inferéncias dizem respeito a um nimero finito de parametros;
as inferéncias dependem da forma especificada paraaf.d.p. ou f.p.

3.2 DEFINICOES

1%) Espago paramétrico Q é o conjunto de todos os valores que o parametro g pode
assumir.

2%) Uma parametrizacdo é chamada identificivel quando para parametros diferentes
tem-sef.d.p'souf.p’'sdiferentesou sgaparag: * gz tem-se B, * P, .

EXEMPLO 1
No modelo X ~ n(q,s2), 0 pardmetro g possui 0 espaco paramétrico Q ={q¢qi R}.

EXEMPLO 2
O modelo X ~ n(ms?) tem o pardmetro q’ = [Ms? com espaco paramétrico Q =
{(ms?)G-¥ <m<-¥,s>0}

EXERCICIOS

1) Uma gedlogo mede os didmetros de um grande niimero, n, de seixos em um leito de
um riacho. Consideracdes tedricas o conduz a acreditar que o logaritmo do diametro
da pedra possui distribuicdo n(ms?). Ele deseja usar suas observacdes para obter
alguma informac&o sobre me s, mas n&o tem conhecimento nenhum da magnitude
dos dois parametros.

a) Escrevase o modelo aser usado pelo gedlogo € paramétrico ou ndo e o porqué.

b) Escrevao espaco paramétrico do parametro g’ = (ms?).

c) Sabendo-se que uma parametrizacdo € chamada de identificavel quando para g;
1 g tem-se f(x, g1) * f(X, (), escreva se a parametrizacdo do modelo é
identificavel.

2) Sqa [X1, X3,....Xy] n determinagbes de uma constante m (fisica). Um modelo
sugerido paraav.a X; € Xi=mtg ,i =1, 2,..., n, onde g pode ser considerado como
erro de medida (instrumento, pessoa, etc.). A constante fisica é conhecida na Fisica
como o verdadeiro valor. As condigdes parag séo :

12) A distribuicdo de g é independente de m;

22) A distribuicdo de g € simétrica e continuaem torno de O ;
32) Os g sdo identicamente distribuidos ;

42) g éindependentede g parai * j;

20



52) & ~N(0,5%);
6%) s é conhecida (variancia da popul agzo).

Pede-se:

a) O modelo é paramétrico?

b) A parametrizacdo é identificavel ?

¢) Supondo que o instrumento de medida seja viciado para o lado positivo por 0,1.
A parametrizacdo é identificavel ?

d) Supondo que o instrumento de medida sgja viciado, mas com vicio b
desconhecido. O modelo é identificavel ?

€) Qual o espaco paramétrico de g, desconsiderando as suposicdes dositensced ;
desconsiderando somente o item d e ndo desconsiderando item nenhum ?

3) O numero de ovos postos por um inseto segue uma distribuicdo de Poisson com
media | desconhecida. Uma vez botado, cada ovo tem uma chance desconhecida p
de chocar e 0 ato de chocar um ovo é independente do chocamento dos outros. Um
entomol ogista estuda o conjunto de n de tais insetos, observando ambos o nimero de
ovos botados 0 nimero de ovos chocados para cada ninho.

a) modelo é paramétrico, por qué?

b) Escreva o espaco paramétrico do parametro (I ,p).

c) A parametrizacdo é identificavel ?

d) Qua aexpressdo dafuncao distribuicdo de probabilidade correspondente a cada
umadas v.a s envolvidas no estudo ?

IV ESTIMACAO
4.1 ESTIMACAO POR PONTO

A estimacdo pontual (por ponto) consistira simplesmente em, a falta de
melhor informagdo, adotar a estimativa disponivel como sendo o valor do paréametro. A
idéia é, em sua esséncia, extremamente simples, porém a qualidade dos resultados ira
depender fundamentalmente da conveniente escolha do estimador. Assim, dentre os
varios estimadores razodveis que poderemos imaginar para um determinado parametro,
devemos ter a preocupacao de escolher aguele que melhor satisfaca & propriedades de
um bom estimador.

Considere a familia das f.d.p. ou f.p. {fx(x,0)ql Q}. Pode ocorrer do
experimentador necessitar selecionar um membro desta familia como sendo a f.d.p. ou
f.p. da variavel aleatéria X. Isto €, €ele necessita de uma estimativa por ponto do
par@metro g. Seja [X1, X,...,.X] uma a.a. da distribuicdo que tem como f.d.p. (f.p.) um
membro da familia {fx(x,q)[ol Q}. Nosso problema é definir uma estatistica T(X) de
maneira gue [X1, Xa,...,Xn] S80 0s valores experimentais observados, entdo o nimero
T(X) é uma boa estimativa pontual deq .
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EXEMPLO:
Sgja[X1, Xa,...,.Xn] umaa.a dadistribuicdo com f.d.p. .
f()=g"@-q)"* x=01

A estimativa T(X) =x= 1 A x éum bom estimador do parametro q .
Nz

4.2- PROPRIEDADES DOS ESTIMADORES PARAMETRICOS

4.2.1- Consisténcia

DEF. 1 Um estimador T,(X) é consistente para estimar o parametro g quando, a medida
gue, se aumenta o tamanho n da a.a. X, consegue-se uma maior precisdo na estimativa
ou sga, para Tp(X) = T(X1,X2, ... ,Xn) € UM g, real positivo arbitrariamente pequeno, n >
n' tem-se P(g-e < T, < g+e)>P(g-e < Ty < g-€). Assim um estimador T,(X) € dito
consistente se,

I|®r9 P(T-gl<e)=1 "e>0

DES GUALDADE DE TCHEBYCHEV

V(X)

I 2

P[IX — E(X)| <] 3 1-@ "1 >0

PIIX-E(X)|2 1] £ "1 >0

EXERCICIO 1:
Prove que a média amostral, x, de umaa.a. de uma populacdo (distribui¢do) com média
me variancia s é estimador consistente do parametro m.

TEOREMA DAS CONDI(;()ES PARA CONSISTENCIA DE UM ESTIMADOR
As condi¢des gerais para consisténcia de um estimador séo:

lim E[To(X)] = q

limV[Ta(X)] =0

sdo suficientes para que a estatistica T,(X) seja estimador consistente do parametro g.

EXERCICIO 2
Verifique aplicando as condigdes dadas no teorema anterior e também o conceito de
convergéncia em probabilidade se os estimadores seguintes sdo consistentes .

a) X ~nN(ms?), To(X) = X como estimador de m(parametro média popul acional)

8 (% - 0’
b) X ~N(ms?), TW(X) =& = ':1—1 como estimador de s? (parametro variancia

populacional).
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ax
c) X ~R(¢?) Distribuicdo Rayleig, Tn(X) = % para o parametro g°

n
o

a X
d) X~G4,2/q), Tn(x) = % como estimador de g.

4.2.2.- Estimadores Nao-viciados

DEF. 2: Quando estimamos o parametro q ou uma funcéo do parametro, q(q), usando
como estimador a estatistica T(X), onde X' = [X3, X5,...,Xn] €umaa.a., temos que uma
medida do desempenho do estimador pode ser dada pelo erro médio quadratico:

R(q,T) = E[T(X) - q(@)]?

Que pode ser colocada naforma R(g,T) = V(T(X)) + b%(q,T), onde b?(q,T) é o quadrado
do vicio do estimador para o parametro q.

EXERCICIO 3

Prove que o erro médio quadrético, definido acima como a esperanca do quadrado do
desvio da estatistica em relacdo ao paréametro, pode ser decomposto na forma acima
especificada.

E importante observar que:

- A variancia V(T(X)) mede como os valores de T(X) estdo dispersos em torno do
centro E(T(X)), isto define a precisao da estatistica.
O vicio b(T,q) = E(T(X) — g(g) mede quanto e em qua direcdo o centro da
distribuicdo de T(X) (valor esperado) esta fora do verdadeiro valor g(q), isto define a
acuracia da estatistica.

DEF. 3 Se a edtatistica T(X) que estima o parametro q(q) é tal que R(q,T) = V(T(X)),
ent@o T(X) é chamado de estimador ndo viciado de q(q).

DEF. 4 Dados os estimadores T(X) e S(X) do parametro q(q), S(X) sera estimador
inadmissivel de g(g) seR(q,T) <R(q,S) " q1 Q.

EXERCICIO 4:
Suponha que X sga uma a.a. de tamanho n de uma populagio N(ms®) e considere 0s
é (Xi - ;()2
estimadores dos parametros me s?, respectivamente x e $%= 1=
n

a) Cacule o valor daesperancae varianciade X.

b) Calcule o vicio e o erro médio quadrético de X.
c) Calculeo valor daesperancae varianciade $ 2
d) Calculeo vicio e o erro médio quadrético de $2.
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EXERCICIO 5:

Suponhaque [X1,X2, ...,Xn] Sgjaumaa.a. de uma populagéo P(q).
a) Verifigue se o estimador X do pardmetro q € ndo viciado.

b) Existe algum outro estimador n&o viciado paraq ? Qual ?

EXERCICIO 6:
Suponha que [X1,X2, ...,Xn] Sgjaumaa.a. de uma populagdo b(1,q).
a) Verifique se o estimador x do par@metro q (proporcao de sucessos) € ndo-viciado.

& (x - %°
b) Verifique se o estimador & = 'ﬂT do parametro s? = q(1-q) (variancia

populacional) € ndo-viciado.

EXERCICIO 7:

Suponha que [X1,X>, ....Xn] seja uma aa de uma populacdo N(ms?). Determine um
estimador suficiente, ndo-viciado e consistente para cada um dos parametros me s?
(considere os casos de mconhecido ou n&o).

EXERCICIO 8:

Suponha que [Y1,Y2, ... ,Y] sga uma aa de uma populagdo b(1,q). Determine um
estimador suficiente, ndo-viciado e consistente para cada um dos parametros m= nq e
s?= ng(1-q) que correspondem a média e a varidnciadav.a Y que conta o nimero de
sucessos nessas n provas Bernoulli.

OBS. Uma propriedade fundamental dos estimadores € a suficiéncia que foi abordada
anteriormente e outra fundamental € a da eficiéncia ou variancia minima que sera
vista adiante.

EXERCICIO 9:
Descreva as quatro propriedades fundamentais dos estimadores. suficiéncia,
consisténcia, ndo-tendenciosidade e eficiéncia (estimador de variancia minima).

4.3 METODOS DE ESTIMACAO

A evolucdo da Estatistica através do tempo provocou O aparecimento de vérias
metodol ogias para construcao de estimadores de parametros.

4.3.1 — Método da Maxima Verossimilhanca (Fisher)

Este método foi desenvolvido por Fisher a partir de umaidéiaoriginal de Gauss.

Sgaaaa X' =[X1,Xy, ...,.Xn] de uma populagdo (distribui¢do), com X; i.i.d., ecomf.p.
ou f.d.p. pertencente afamiliap(xi,q) q1 Q e se desgja estimar o pardmetro g. A fungio
conjunta p(X,q) representa a probabilidade (ou a f.d.p.) de ocorrer o vetor X' = [X1,X2,
....Xn], quando o valor do pardmetro € g. Assim poderiamos fixar aamostra X e procurar
o valor de g que maximiza a probabilidade de ocorrer esta amostra X.
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DEF. 5: O estimador qA(L) € 0 estimador de maxima verossimilhanca (EMV) de q,
quando p[X, g (X)] = max p(X,q) " qT Q.

EXEMPLO 2

Suponha que g pode assumir os valores 1 ou 0 e que p(X,q) é dada pelo quadro abaixo:
X 0 1

0 0,3 0,6

1 0,7 0,4

a 1,0 1,0

O estimador EMV deqquandox =0 ¢é d (x) = 1, porque maximiza a probabilidade
de x = 0 ocorrer (0,6);

O estimador EMV deqquandox =1¢ d (x) = 0, porque maximiza a probabilidade
de x = 1 ocorrer (0,7).

DEF.6: FUNCAO DE VEROSSIMILHANCA
A funcdo p(g,X) € chamada de funcdo de verossimilhanca quando na funcdo da

distribuicdo fixamos o valor de X e fazemos variar g, de forma que L(x,qA X)) =
pX.a (X)) = max{p(X,q (X); " a1 Q} =L(X,q (X,q)).

CALCULO DO ESTIMADOR DE MAXIMA VEROSSIMILHANCA

Para determinar o EMV do parametro q basta achar o valor de q que maximiza a fungéo
p(X,q), fixado X. Como a funcdo 1 n(p(X,q)) € ndo decrescente (mondGtona crescente),

maximizar p(X,q) € o mesmo que maximizar | n[p(X,q)]. Assim, se 0 EMV d existe,

deve verificar w = 0, uma vez que se supde que exista derivada parcial em
q

relacdo ag.

EXERCICIO 9

Sga X’ =[X1,X, ...,.Xn] umaaa. deumadistribuicéo b(1,q).

a) Escrevaaf.p.dav.a X;;

b) Escrevaadistribuicdo (conjunta) da amostra;

c) Escrevaafuncdo deverossimilhangcadaaa,;

d) Qual o valor de g que maximiza afuncéo de verossimilhanca ?

OBS. Nem sempre é possivel achar o EMV por derivada, entdo temos que analisar a
funcdo (funcdo ndo-crescente).

EXERCICIO 10
Segjaav.a X ~ u(0,q), onde q € um parametro positivo e desconhecido. Determine o
EMV deq.

EXERCICIO 11:

Seja X 0 numero de consumidores que chegam em um Servico e que sdo observados por
hora, em n horas. Se as chegadas formam um Processo de Poisson, entdo X ~ p(q), onde
g representa 0 numero esperado de chegadas em uma hora ou equivalentemente, a taxa
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de chegadas. Na prética g é desconhecido e nés desgjamos estima-lo, usando os valores
observados de X (amostra). Determine o EMV deg.

EXERCICIO 12

Seja X uma caracteristica fisica de interesse que segue a distribuicdo N(ms?). Suponha
que ndo se conhece 0s parametros me s, e se deseja estima-los com base no conjunto
de observagdes X’ = [X1,X2, ...,X]. Determine os estimadores EMV destes parametros.

4.3.2 — Métodos dos Momentos (K. Pearson)

Sgaumaaa X' =[X1,Xy, ...,.Xy] de uma populacdo com f.p. ou f.d.p. dependendo de k
¥

paré@metros 1,0z, ... Ok. Os momentos ordinérios da populagdo m; - (‘)(" f (X, 01,92, -
-¥
gk)dx , se existirem, sdo fungdes dos k parametros m; = f(q1,92, ... dk) j = 1,2,3, ....

3§
a x’
Considere, também, os momentos ordindrios da amostra, M; = = =123, ..,
n

forme o sistema de equacoes:
Mj=m=f(0u0z ... a) j=1.23, ..

e admita que tem solugdo Unica, qA]. (X1, X2, oy Xp) ] = 1,2,3, .....k. Entdo, estes k

estimadores, solucdo do sistema de equagdes, sdo 0s estimadores dos parametros pelo
Método dos Momentos.

OBS. Os estimadores obtidos pelo Méodo dos Momentos sdo em geral consistentes e
possuem distribuicdo assintética Gaussiana, porém ndo sao assintoticamente mais
eficientes do que os estimadores de méxima verossimilhanga.

EXERCICIO 13:
Sga X' = [X3,X2, ...,X;] amostra aeatéria de uma populacdo Bernoulli, b(1,q).
Determine o estimador de g pelo Método dos Momentos.

EXERCICIO 14
Sga X' = [X1,Xy, ....Xn] amostra adeatdria de uma populacéo G(a,b). Determine os
estimadores dos parametros pelo Método dos Momentos.

EXERCICIO 15
Considere n sistemas com tempos de falha X’ = [X1,X5, ...,Xn]. Assumindo que asv.a's
Xi sdoi.i.d. com distribuicdo e(q), determine:

a) O estimador de q pelo Método dos Momentos;
b) Um estimador de g diferente do anterior;

¢) Um estimador da probabilidade P(X; > 1);

d) Um estimador da probabilidade P(Xi<1).
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4.3.3. — Método dos Minimos Quadrados (Gauss)
Toda observacdo aleatdria pode ser escrita naformado modelo

Yi=0i(0u92 -, k) +€ i =12, ..., N,

onde a primeira parcela corresponde a parte sistematica do modelo e a segunda parcela
€ a parte estocastica. As funcbes g; sdo conhecidas e 0s nimeros reais q;,qp, ... ,gk S80
desconhecidos (parametros), podendo variar livremente no conjunto Q I AX. A parte
estocastica g deve satisfazer pelo menos aproximadamente as seguintes restrigoes.

e éumav.a comE(e)=0 i=12,..n
g éumav.a. com varianciaconstante V(e) =s? i=1,2, ....,n
Os erros g sao nao-correlacionados, cov(e, g) = 0.

O método consiste em estimar q pelo estimador que minimiza a Soma dos Quadrados do

Erros (residuos): SQR = Q (Yi - (w02 ..., GW)° = Q e’

i=1 i=1

Os estimador es de minimos quadrados sdo obtidos resolvendo o sistema de equagoes:

12 2 -
A Q. =0 =12, ...k
1 ia:l[y. g,@)] j

Estas equagdes sdo denominadas de equagdes normais.

EXERCICIO 16
Seja 0 modelo linear especificado por Y = g + X + g Determinar os estimadores de
minimos quadrados dos parémetros g; € gz, com base em n observagdes (Yi, X;).

EXERCICIO 17
Resolver o exercicio anterior considerando um modelo genérico com p parémetros e n
> p observagdes. Assuma o tratamento matricial.

EXERCICIO 18

Foram tomadas n = 9 amostras de um solo (canteiros) que foram tratadas com diferentes
quantidades X de fésforo. Sgja Y a quantidade de fésforo presente em sementes de
plantas, de 38 dias, crescidas nos diferentes canteiros. Os dados estéo abaixo.

a) Determine as estimativas dos parametros g e ¢, da reta de minimos quadrados com
que se pretende fazer aregressdo de Y para X;

b) Determine a estimativa de maxima verossimilhanca do coeficiente de correlagcdo r
gue mede a associacdo entre X e Y, assumindo que Y e X tém distribuicdo
Gaussianas.

c) Desenhe um esbogo do Diagramade Dispersdoentre X e Y.
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4.4 ESTIMADORES NAO-VICIADOS UNIFORMEMENTE DE MINIMA
VARIANCIA (UMVU) E INTERVALOS DE CONFIANCA

4.4.1 — Estatisticas Completas

A uma estatistica T,(X), n0s podemos acrescentar ao conceito de suficiéncia (devido a
Fisher) o conceito de completitude (devido a Lehmann e Scheffé) e afirmar que ela é
uma estatistica otima.

DEF.7: Familia completa de densidades. Segja [X1,X», .... ,X;] uma a.a. da densidade
f(.,g) com espaco paramétrico Q, e sga T = t(X) uma estatistica. A familia de
densidades de T é definida como completa se e somente se E[z(T)] ° 0" g1 Q
implica em Py[z(T)=0] = 1" g1 Q, onde z(T) é uma estatistica. E, também, uma
estatistica é dita ser completa se e somente se sua familia de densidades é compl eta.
DEF.8: Uma estatistica Tn(X) € dita ser completa se a funcdo de valor real g(Tn(X)) =
o(T) definida na variagio de T que satisfaz a equagdo E,[g(T)] =0" g1 Q éafuncio
g(T) =0.

EXEMPLO: Sga[X1,X>, .... ,X;] umaa.a de umadistribuicdo Bernoulli, b(1,q). A
estatistica T = X1 — X2 ndo é completa, pois Ef[X1-X2] =0 " gl Q, masX;—X;néo
€ 0 com probabilidade 1.

EXERCICIO 19

Considere o exemplo anterior e a estatistica T = é X; . Sgjaz(T) uma estatistica que é
i=1
fungdo de T e E([z(T)]°© 0" gl Q. ProvequeT é completa, mostrando que z(T) =0
parat=0,1, ... ,n.

TEOREMA DE RAO-BLACKWELL
Sga[X1,Xy, .... ,Xp] umaaa dadensidadef(.,q), esgaS; = si(X), S, = (X), ... &=
s«(X) um conjunto de estatisticas conjuntamente suficientes. Seja a estatistica T = t(X)
um estimador ndo-viciado de g(q). Defina T por T' = E[T|S,,S,, ... ,«], entéo:

T’ é umaestatistica e € umafuncéo de estatisticas suficientes S,,S,, ... S;

EqT'] =0q(q), istoe T’ éum estimador ndo-viciado de q(q);

Vo[T'1<V(M) " gl QeVyT']<V(T)paraadgum g amenos que T sgjaigua aT’
com probabilidade 1.

EXERCICIO 20
Prove o resultado enunciado acima.

EXERCICIO 21
Sga[X1,Xy, .... ,Xp] umaaa. dadensidade Bernoulli, b(1,9). E, sgja X1 um estimador de
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g(g)= g que sera assumido como T = t(X) no Teorema de Rao-Blackwell. é X; € uma
i=1

estatistica suficiente para g, assim usar-se-a S = én‘ X; €OmMo 0 conjunto de estatisticas
suficientes (de um elemento). Ent&o, de acordo colr:rll 0 Teorema de Rao-Blackwell T' =
E[T|S = E[Xllén, X; ] € um estimador ndo-viciado de g com variancia ndo maior do que
adeT = X;. M(I);ltre queavarianciade T’ é menor que avarianciade T = Xj.

TEOREMA DA FAMILIA EXPONENCIAL PARA ESTATISTICAS
SUFICIENTESE COMPLETAS

Sga {PyJg T Q} uma familia exponenciad k-paramétrica dada por p(x,q) =
{exp[ & ¢ @7, (9 +d@)+SN} A(x). Suponha que a variagio de ¢ = [cy(q).C2(a), -
i=1

,ck(Q)] tenha um interior ndo-vazio. Entdo T(x) = [Ti(X), T2(X), ... ,Tk(X)] € uma
estatistica suficiente e completa.

EXERCICIO 22
Seja[X1,X>, ... ,Xn] umaaa de uma populacio N(ms?) onde 0s pardmetros sao

desconhecidos. Mostre que aestatistica T(x) = [ § X; . g XZ2] € suficiente e completa
i=1 i=1

4.4.2 — Estimadores UMVU

TEOREMA DE LEHMANN-SCHEFFE

Se T(X) € uma estatistica suficiente e completa e S(X) € um estimador ndo-viciado de
q(q), entdo T'(X) = E[SX)IT(X)] € um estimador UMVU deq(q). Se V(T (X) <¥ " g
T Q, T (X) éo tnico estimador UMV U de q(q).

Podemos usar o Teorema de Lehmann-Scheffé na busca de estimadores UMV U de dois
modos:

Se n6s podemos achar uma estatistica uma estatistica da forma h[T(X)] tal que
h[T(X)] sgja um estimador néo-viciado de g(q), entéo h[T(X)] € UMVU para q(q).
Porqué, isto € verdade ?

Se n6s podemos achar algum estimador ndo-viciado S(X) de q(qg), entdo
E[S(X)[T(X)] € UMVU paraq(q).

EXERCICIO 23
Seja[X1,X>, ... ,Xn] umaaa de uma populacio N(ms?) onde os pardmetros sao
desconhecidos. Determine os estimadores UMV U de me s2.
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EXERCICIO 24
Sgja[X1,X2, ... ,.X;] umaa.a. de uma populacdo e(q) onde o parametro q € desconhecido.

a) Escrevaaf.d.pdav.a X;;

b) Escrevaaf.d.p. dav.a X; naformadafamiliaexponencial;

c) Escrevaaf.d.p.daaa ;

d) Escrevaaf.d.p. daaa naforma dafamiliaexponencial;

€) ldentifique alguma estatistica suficiente e completa para estimar g;

f) Determine um estimador UMV U paraq.

EXERCICIO 25

Sgja[X1,X2, ... ,Xp] umaa.a. de indicadores de provas binomiais com probabilidade g de
SUCESSO.

a) Escrevaaf.dpdav.a X;;

b) Escrevaaf.d.p. dav.a X; naformadafamiliaexponencial;

c) Escrevaaf.d.p.daaa ;

d) Escrevaaf.d.p. daaa naformadafamiliaexponencial;

e) Identifique alguma estatistica suficiente e completa para estimar q;

f) Determine um estimador UMV U paraq.

EXERCICIO 26
Sgja[X1,X2, ... ,Xp] umaa.a. de uma populagéo P(q) com g > 0.

a) Escrevaaf.dpdav.a X;;

b) Escrevaaf.d.p. dav.a X; naformadafamiliaexponencial;

c) Escrevaaf.d.p.daaa ;

d) Escrevaaf.d.p. daaa naformadafamiliaexponencial;

€) ldentifique alguma estatistica suficiente e completa para estimar g;

f) Determine um estimador UMV U paraq.
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