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Introducao

Nas aulas préticas deste curso vamos utilizar o programa estatistico R. Vamos comecar
“experimentando o R”, para ter uma idéia de seus recursos e a forma de trabalhar. Para isto
vamos rodar e estudar os comandos mostrados no texto e seus resultados para nos familiarizar
com o programa. Nas sessoes seguintes iremos ver com mais detalhes o uso do programa R.

Siga os seguintes passos:
1. inicie o R em seu computador;

2. voce verd uma janela de comandos com o simbolo >,
este é o prompt do R indicando que o programa esta pronto para receber comandos;

3. a seguir digite (ou "recorte e cole”) os comandos mostrados abaixo.

No restante deste texto vamos seguir as seguintes convengoes.
e comandos do R sao sempre mostrados em fontes do tipo typewriter como esta,

e linhas iniciadas pelo simbolo # sao comentarios e sao ignoradas pelo R.
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1 Distribuicoes de Probabilidade

O programa R inclui funcionalidade para operagoes com distribuicoes de probabilidades.
Para cada distribuicao héa 4 operacgoes basicas indicadas pelas letras:

d calcula a densidade de probabilidade f(x) no ponto
p calcula a funcao de probabilidade acumulada F'(x) no ponto
q calcula o quantil correspondente a uma dada probabilidade

r amostra da distribuicao

1.1 Distribuicao Normal

A funcionalidade para distribuicao normal é implementada por argumentos que combinam
as letras acima com o termo norm. Vamos ver alguns exemplos com a distribuicao normal
padrao.

> dnorm(-1)
[1] 0.2419707

> (1/sqrt(2*pi)) * exp((-1/2)*(-1)"2)
[1] 0.2419707

> pnorm(-1)
[1] 0.1586553

> gqnorm(0.975)
[1] 1.959964

> rnorm(10)
[1] -0.0442493 -0.3604689 0.2608995 -0.8503701 -0.1255832 0.4337861
[7] -1.0240673 -1.3205288 2.0273882 -1.7574165

O primeiro valor acima corresponde ao valor da densidade da normal

1 1 9
f(x) = 5o eXP{T‘Q(ﬂf — )"}
com parametros (g = 0,0% = 1) no ponto —1, como pode ser confirmado com o calculo

apresentado no segundo comando.

A fungao pnorm(-1) calcula a probabilidade P(X < —1).

O comando gnorm(0.975) calcula o valor de a tal que P(X < a) = 0.975.

Finalmente o comando rnorm(10) gera uma amostra de 10 elementos da normal padrao.
Nota: cada vez que o comando rnorm é chamado diferentes elementos da amostra sao

produzidos, porque a semente do gerador é modificada. Para gerar duas amostras idénticas

deve-se usar o comando set.seed como ilustrado abaixo.

> set.seed(214) # define o valor da semente

> rnorm(5) # amostra de 5 elementos

[1] -0.46774980 0.04088223 1.00335193 2.02522505 0.30640096
> rnorm(5) # outra amostra de 5 elementos



CE-209: Aulas praticas 4

[1] 0.4257775 0.7488927 0.4464515 -2.2051418 1.9818137

> set.seed(214) # retorna o valor da semente ao valor inicial

> rnorm(5) # gera novamente a primeira amostra de 5 elementos
[1] -0.46774980 0.04088223 1.00335193 2.02522505 0.30640096

As fungoes acima possuem argumentos adicionais, para os quais valores padrao (default)
foram assumidos, e que podem ser modificados. Usamos args para ver os argumentos de uma
funcao e help para visualisar a documentagao detalhada:

> args(rnorm)
function (n, mean = 0, sd = 1)

As fungoes relacionadas a distribuigdo normal tem (entre outros) os argumentos mean e
sd para definir média e desvio padrao da distribuicao que podem ser modificados como nos
exemplos a seguir.

> gnorm(0.975, mean = 100, sd = 8)
[1] 115.6797

> gnorm(0.975, m = 100, s = 8)
[1] 115.6797

> qnorm(0.975, 100, 8)
[1] 115.6797

Para informacoes mais detalhadas pode-se usar a fungao help. O comando
> help(rnorm)

ird exibir em uma janela a documentacao da funcao que pode também ser chamada com ?rnorm.
Note que ao final da documentacao sao apresentados exemplos que podem ser rodados pelo
usuario e que auxiliam na compreensao da funcionalidade.
Note que as 4 fungoes relacionadas a distribuigdo normal sao documentadas conjuntamente,
portanto help(rnorm), help(gnorm), help(dnorm) e help(pnorm) vao exibir a mesma docu-
mentacgao.

Estas funcoes aceitam também vetores em seus argumentos como ilustrado nos exemplo
abaixo.

> gnorm(c(0.05, 0.95))

[1] -1.644854 1.644854

> rnorm(4, mean=c(0, 10, 100, 1000))

[1] 0.1599628 9.0957340 100.5595095 999.9129392
> rnorm(4, mean=c(10, 20, 30, 40), sd=c(2, 5))

[1] 10.58318 21.92976 29.62843 42.71741

Note que no tltimo exemplo a lei da reciclagem foi utilizada no vetor de desvios padrao, i.e. 0s
desvios padrao utilizados foram (2,5,2,5).

Calculos de probabilidades usuais, para os quais utilizavamos tabelas estatisticas podem ser
facilmente obtidos como no exemplo a seguir.

Seja X uma v.a. com distribuicao N (100, 100). Calcular as probabilidades:

1. P[X < 95]
2. P[90 < X < 110]
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Figura 1: Funcoes de densidade e probabilidade da distribui¢ao normal padrao.
3. P[X > 95]

Os comandos do R sao:

> pnorm(95, 100, 10)
[1] 0.3085375\

> pnorm(110, 100, 10) - pnorm(90, 100, 10)
[1] 0.6826895

> 1 - pnorm(95, 100, 10)

[1] 0.6914625

> pnorm(95, 100, 10, lower=F)
[1] 0.6914625

Note a tltima probabilidade foi calculada de duas formas diferentes, sendo a segunda usando o
argumento lower mais estdvel numericamente.

A seguir vamos ver comandos para fazer graficos de distribuicoes de probabilidade. Vamos
fazer graficos de funcoes de densidade e de probabilidade acumulada. Estude cuidadosamente
os comandos abaixo e verifique os graficos por eles produzidos. A Figura 1 mostra gréaficos da
densidade (esquerda) e probabilidade acumulada da normal padrao produzidos com os coman-

dos:

> plot(dnorm, -3, 3)
> plot(pnorm, -3, 3)

A Figura 2 mostra gréaficos da densidade (esquerda) e probabilidade acumulada da
N (100, 64) produzidos com os comandos:

> plot(function(x) dnorm(x, 100, 8), 70, 130)
> plot(function(x) pnorm(x, 100, 8), 70, 130)
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Figura 2: Fungdes de densidade e probabilidade da N (100, 64).

Podemos incluir titulos e mudar texto dos eixos conforme mostrado na grafico da esquerda
da Figura 3 e nos dois primeiros comandos abaixo. Os demais comandos mostram como colocar
diferentes densidades em um um mesmo grafico como ilustrado a direita da mesma Figura.

> plot(dnorm, -3, 3, xlab='valores de X', ylab='densidade de probabilidade')
> title('Distribuicdo Normal\nX ~ N(100, 64)")

> plot(function(x) dnorm(x, 100, 8), 60, 140, ylab='f(x)')

> plot(function(x) dnorm(x, 90, 8), 60, 140, add=T, col=2)

> plot(function(x) dnorm(x, 100, 15), 60, 140, add=T, col=3)

> legend (120, 0.05, c("N(100,64)","N(90,64)","N(100,225)"), fill=1:3)

1.2 Distribuicao Binomial

Calculos para a distribuigao binomial sao implementados combinando as letras badsicas vistas
acima com o termo binom. Vamos primeiro investigar argumentos e documentacao com os
comandos args e binom.

> args(dbinom)
function (x, size, prob, log = FALSE)

> help(dbinom)

Seja X uma v.a. com distribuicao Binomial com n = 10 e p = 0.35. Vamos ver os comandos
do R para:

1. fazer o grafico das funcao de densidade
2. idem para a funcao de probabilidade

3. calcular P[X = 7]
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Figura 3: Gréfico com texto nos eixos e titulo (esquerda) e varias distribui¢goes em um mesmo
grafico (direita).

4. calcular P[X < 8] = P[X < 7]
5. calcular P[X >8] = P[X > 7]
6. calcular P[3 < X <6]=P[4> X <7]

Note que sendo uma distribuicao discreta de probabilidades os gréficos sao diferentes dos
obtidos para distribuicao normal e os cédlculos de probabilidades devem considerar as proba-
bilidades nos pontos. Os gréaficos das fungoes de densidade e probabilidade sao mostrados na
Figura 4.

> x <- 0:10

> fx <- dbinom(x, 10, 0.35)
> plot(x, fx, type='h")

> Fx <- pbinom(x, 10, 0.35)
> plot(x, Fx, type='S')

> dbinom(7, 10, 0.35)
[1] 0.02120302

> pbinom(7, 10, 0.35)

[1] 0.9951787

> sum(dbinom(0:7, 10, 0.35))
[1] 0.9951787

> 1-pbinom(7, 10, 0.35)
[1] 0.004821265
> pbinom(7, 10, 0.35, lower=F)
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Figura 4: Fungoes de densidade e probabilidade da B(10,0.35).

[1] 0.004821265

> pbinom(6, 10, 0.35) - pbinom(3, 10, 0.35)
[1] 0.4601487

> sum(dbinom(4:6, 10, 0.35))

[1] 0.4601487

1.3 Exercicios

Nos exercicios abixo iremos também usar o R como uma calculadora estatistica para re-
solver alguns exemplos/exercicios de probabilidade tipicamente apresentados em um curso de
estatistica bésica.

Os exercicios abaixo com indicagao de pagina foram retirados de:

Magalhaes, M.N. & Lima, A.C.P. (2001) Nogoes de Probabilidade e Estatistica. 3 ed.
Sao Paulo, IME-USP. 392p.

1. (Ex 1, pag 67) Uma moeda viciada tem probabilidade de cara igual a 0.4. Para quatro
lancamentos independentes dessa moeda, estude o comportamento da variavel numero de
caras e faca um grafico de sua fungao de distribuicao.

2. (Ex 3.6, pag 65) Num estudo sobre a incidéncia de cancer foi registrado, para cada paciente
com este diagndstico o nimero de casos de cancer em parentes proximos (pais, irmaos,
tios, filhos e sobrinhos). Os dados de 26 pacientes s@o os seguintes:

Paciente 1121345678119 110|11]12]|13
Incidéncia | 2 | 502|153 |3 [3|2]01]1]1

Paciente || 14 | 15|16 |17 |18 |19 |20 | 21 | 22 | 23 |24 | 25 | 26
Incidéncia || 4 | 5 | 2 |2 |3 |2 |1 |5 ]4,0]0|3]3
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Estudos anteriores assumem que a incidéncia de cancer em parentes préximos pode ser
modelada pela seguinte funcao discreta de probabilidades:

Incidéncia | 0 1 2 3 4 5
Di |01 0.1 03 03 0.1 0.1

e 0s dados observados concordam com o modelo tedrico?

e faga um gréfico mostrando as frequéncias tedricas (esperadas) e observadas.

3. (Ex 5, pag 77) Sendo X uma varidvel seguindo o modelo Binomial com parametro n = 15
e p = 0.4, pergunta-se:

e P(X >14)

P8 < X <10)

P(X <2o0uX >11)
(
(
(

e P(X >11ouX > 13))
e P(X >3eX <6)
P(X <13]X >11)

4. (Ex 8, pag 193) Para X ~ N(90,100), obtenha:

o P(X <115)

P(X > 80)

P(X < 75)

P(85 < X < 110)

P(IX — 90| < 10)

P valor de a tal que P(90 —a < X <90+a) =+, v=10.95

5. Faga os seguintes graficos:
e da funcao de densidade de uma varidvel com distribuicao de Poisson com parametro
lambda = 5
e da densidade de uma varidavel X ~ N(90,100)

e sobreponha ao grafico anterior a densidade de uma varidvel Y ~ N(90,80) e outra
Z ~ N(85,100)

e densidades de distribuicoes x? com 1, 2 e 5 graus de liberdade.
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2 Alguns recursos do R

2.1 O projeto R

O programa R é gratuito e de codigo aberto que propicia excelente ambiente para analises
estatisticas e com recursos graficos de alta qualidade. Detalhes sobre o projeto, colaboradores,
documentacao e diversas outras informacgoes podem ser encontradas na pagina oficial do projeto
em:
http://www.r-project.org.

O programa pode ser copiado livremente pela internet. Ha um espelho (mirror) brasileiro
da area de downloads do programa no Departamento de Estatistica da UFPR:
http://www.est.ufpr.br/R
ou entao via FTP:
ftp://est.ufpr.br/R

Sera feita uma apresentacao rapida da pagina do R durante o curso onde os principais
recursos serao comentados assim como as idéias principais que governam o projeto e suas
diregoes futuras.

2.2 Demos

O R vem com algumas demonstragoes (demos) de seus recursos “embutidas” no programa.
Para listar as demos disponiveis digite na linha de comando:

demo ()

E para rodar uma delas basta colocar o nome da escolhida entre os parénteses. Por exemplo,
vamos rodar a de recursos graficos. Note que os comandos vao aparecer na janela de comandos e
os graficos serao automaticamente produzidos na janela grafica. Voce vai ter que teclar ENTER
para ver o proéximo grafico.

e inicie o programa R

e no “prompt” do programa digite:

demo (graphics)

Voce vai ver a seguinte mensagem na tela:

demo (graphics)

Type <Return> to start :

e pressione a tecla ENTER

e a “demo” vai ser iniciada e uma tela grafica ird se abrir. Na tela de comandos serao
mostrados comandos que serao utilizados para gerar um gréafico seguidos da mensagem:

Hit <Return> to see next plot:
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e inspecione os comandos e depois pressione novamente a tecla ENTER.
Agora voce pode visualizar na janela grafica o grafico produzido pelos comandos mostrados
anteriormente. Inspecione o grafico cuidadosamente verificando os recursos utilizados
(titulo, legendas dos eixos, tipos de pontos, cores dos pontos, linhas, cores de fundo, etc).

e agora na tela de comandos apareceram novos comandos para produzir um novo grafico e
a mensagem:

Hit <Return> to see next plot:

e inspecione os novos comandos e depois pressione novamente a tecla ENTER.
Um novo grafico surgird ilustrando outros recursos do programa.
Prossiga inspecionando os gréaficos e comandos e pressionando ENTER até terminar a
t(demoﬂ
Experimente outras demos como demo (pers) e demo (image), por exemplo.

2.3 Um tutorial sobre o R

Além dos materiais disponiveis na pagina do programa héa também um Tutorial de Introdu-
¢ao ao R disponivel em http://www.est.ufpr.br/Rtutorial.

2.4 RWeb

Este é um mecanismo que permite rodar o R pela web, sem que voce precise ter o R instalado
no seu computador. Para usa-lo basta estar conectado na internet.

Para acessar o RWeb va até a pagina do Re no menu a esquerda da pagina siga os links:
R GUIs ...R Web
Nesta péagina selecione primeiro o link R Web e examine seu contetudo.

H& ainda uma diversidade de recursos disponiveis na pagina do projeto. Os participantes
do curso sao estimulados a explorar detalhadamente ao final do curso os outros recursos da
pagina.

2.5 Cartao de referéncia

Como voce ja pode perceber, para utilizar o R é necessario conhecer e digitar comandos.
Isto pode trazer alguma dificuldade no inicio até que o usuario de familiarize com os coman-
dos mais comuns. Uma boa forma de aprender e memorizar os comandos basicos é utilizar
o Cartdo de Referéncia que contém os comandos mais frequentemente utilizados. Imprima o
conteido deste arquivo (1 folha) e carregue sempre com voce.
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3 Usando simulacao para ilustrar resultados

Podemos utilizar recursos computacionais e em particular simulacoes para inferir distribui-
¢oes amostrais de quantidades de interesse. Na teoria de estatistica existem varios resultados
que podem ser ilustrados via simulacao, o que ajuda na compreensao e visualizagao dos conceitos
e resultados. Veremos alguns exemplos a seguir.

Este uso de simulagoes é apenas um ponto de partida pois estas sao especialmente tteis
para explorar situagoes onde resultados tedricos nao sao conhecidos ou nao podem ser obtidos.

3.1 Relacoes entre a distribuicio normal e a \?

Resultado 1: Se Y ~ N(0,1) entao Y? ~ X%1)'

Vejamos como ilustrar este resultado. Vamos comegar gerando uma amostra de 1000 nt-
meros da distribuicao normal padrao. A seguir vamos fazer um histograma dos dados obtidos
e sobrepor a curva da distribuicao tedrica. Fazemos isto com os comando abaixo e o resultado
estd no grafico da esquerda da Figura 5.

> y <= rnorm(1000)
> hist(y, prob=T)
> curve(dnorm(x), -4, 4, add=T)

Note que, para fazer a comparacao do histograma e da curva tedrica é necesséario que o histo-
grama seja de frequéncias relativas e para isto usamos o argumento prob = T.

Agora vamos estudar o comportamento da varidvel ao quadrado. O grafico da direita da
Figura 5 mostra o histograma dos quadrados do valores da amostra e a curva da distribuicao

2
de X(1)-

> hist(y~2, prob=T)

> curve(dchisq(x, df=1), 0, 10, add=T)

Histogram oty Histogram ot y"2
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Figura 5: Histograma das amostra da e a curva tedrica da distribuigdo normal padrao (esquerda)
e histograma dos valores ao quadrado com a curva tedrica da distribuicao X%) (direita).
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Nos gréficos anteriores comparamos o histograma da distribuicao empirica obtida por simu-
lacao com a curva tedrica da distribuicao. Uma outra forma e mais eficaz forma de comparar
distribuicoes empiricas e tedricas é comparar os quantis das distribuigoes e para isto utilizamos
o qg-plot. O qg-plot é um grafico dos dados ordenados contra os quantis esperados de uma
certa distribuicao. Quanto mais proximo os pontos estiverem da reta 1-1 mais préximos os
dados observados estao da distribuicao considerada. Portanto para fazer o qgplot seguimos os
seguintes passos:

1. obter os dados,
2. obter os quantis da distribuicao teorica,
3. fazer um gréfico dos dados ordenados contra os quantis da distribuicao.

Vamos ilustrar isto nos comandos abaixo. Primeiro vamos considerar como dados os quadrados
da amostra da normal obtida acima. Depois obtemos os quantis da distribucao x? e por fim
usamos a funcao qgplot para obter o grafico mostrado na Figura 6. Adicionamos neste grafico
a linha 1-1.

> quantis <- qchisq(ppoints(length(y)), df=1)
> qgplot(quantis, y~2)
> abline(0,1)

Note que o comando qchisq(ppoints(length(y)), df=1) acima estd concatenando 3 coman-
dos e calcula os quantis da y? a partir de uma sequéncia de valores de probabilidade gerada
por ppoints. O ntumero de elementos desta sequéncia deve igual ao nimero de dados e por isto
usamos length(y).

guantis

Figura 6: Comparando dados e quantis da y? utilizando o gg-plot

Resultado 2: Se ¥1,Y,... Y, ~ N(0,1) entdo >} Y;* ~ X7 .

Para ilustrar este resultado vamos gerar 10.000 amostras de 3 elementos cada da distribuigao
normal padrao, elevar os valores ao quadrado e, para cada amostra, somar os quadrados dos trés
nimeros. Na Figura 7 mostramos o histograma dos valores obtidos com a curva da distribuicao
esperada e o qg-plot.
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y <- matrix(rnorm(30000), nc=3)

sy2 <- apply(y~2, 1, sum)

hist(sy2, prob=T, main="")

curve(dchisq(x, df=3), 0, 30, add=T)

qqplot (qchisq(ppoints(length(sy2)), df=3), sy2)
abline(0,1)

V V V V VvV V

Histogram ot sy2
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sy2 gchisq(ppoints(length(sy2)), df = 3)

Figura 7: Histograma da uma amostra da soma dos quadrados de trés valores da normal padrao
e a curva tedrica da distribuicao de X%?)) (esquerda) e o respectivo qg-plot.

3.2 Distribuicao amostral da média de amostras da distribuicao nor-
mal

Resultado 3: Se Y1, Y5, ... Y, ~ N(u,0?) entao § ~ N(u,0?/n).

Neste exemplo vamos obter 1000 amostras de tamanho 20 de uma distribuicao normal
de média 100 e variancia 30. Vamos organizar as amostras em uma matriz onde cada coluna
corresponde a uma amostra. A seguir vamos calcular a média de cada amostra. Pelo Resultado
3 acima esperamos que a média das médias amostrais seja 100 e a variancia seja 1.5 (= 30/20),
e que a distribuicao das médias amostrais seja normal, valores bem proximos dos obtidos acima.
Para completar vamos obter o grafico com o histograma das médias das amostras e a distribuicao
tedrica conforme Figura 8 e o respectivo qq-plot.

> y <- matrix(rnorm(20000, mean=100, sd=sqrt(30)), nc=1000)
> ybar <- apply(y, 2, mean)

> mean(ybar)

> [1] 99.96043

> var(ybar)

(1] 1.582839

> hist(ybar, prob = T)

> curve(dnorm(x, mean=100, sd=sqrt(30/20)), 95, 105, add=T)
> qqnorm(ybar)
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> gqline(ybar)

Note que para obter o qg-plot neste exemplo utilizamos as fungoes ggnorm qqline jé disponiveis
no R para fazer gg-plot para distribuicao normal.

HIStC}gI’?m ot ybar Normal Q=Q Plot

104
|
O

102
|

100
|

98
|

|

| | | | | | | | | | | | |
96 98 100 102 104 106 -3 -2 -1 0 1 2 3
ybar Theoretical Quantiles

96

Density
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30
|
Sample Quantiles

Figura 8: Histograma de uma amostra da distribuicao amostral da média e a curva tedrica da
distribuicao e o respectivo qq-plot.

3.3 Exercicios
(z—2)? da

1. Tlustrar usando simulacdo o resultado que afirma que o estimador S? = Y —

variancia de uma distribuigao normal tem distribuigao x2_;.
DICA: Voce pode comegar pensando nos passos necessarios para ilustrar este resultado:
e escolha os parametros de uma distribuicao normal,
e escolha o tamanho de amostra n e o nimero de simulacoes /V,
e gere N amostras de tamanho n,
e para cada amostra calcule S2,
f hist 1 S? d districao 2
e faca um histograma com os valores S“ e compare com a curva de uma distri¢ao x;_;.

2. Seja X1,...,X, a.a. de uma distribuicao N(u,0?). Ilustrar o resultado que justifica o
teste-t para média de uma amostra,

Top
Sfvn "
onde S é o desvio padrao da amostra e n o tamanho da amostra.

DICA: comece verificando passo a passo, como no exercicio anterior, o que é necessario
para ilustrar este resultado.

3. Tlustrar o resultado que diz que o quociente de duas varidveis independentes com distri-
buicao y? tem distribuicao F.
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4 Tlustrando o Teorema Central do Limite

Informalmente o Teorema Central do Limite generaliza o Resultado 3 da Sessao3 diz que
se uma varidvel aleatéria Y tem uma distribuicao qualquer com média p e variancia o? entao
a distribuicao de ¢ tende para N(u,0?/n) & medida que aumenta o tamanho da amostra n.

O objetivo desta aula é mostrar como escrever comandos para ilustrar este resultado usando
simulagao.
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5 Ilustrando propriedades de estimadores

5.1 Consisténcia

Um estimador é consistente quando seu valor se aproxima do verdadeiro valor do parametro a
medida que aumenta-se o tamanho da amostra. Vejamos como podemos ilustrar este resultado
usando simulagao. A idéia bésica é a seguite:

1. escolher uma distribuigao e seus parametros,
2. definir o estimador,
3. definir uma sequéncia crescente de valores de tamanho de amostras,
4. obter uma amostra de cada tamanho,
5. calcular a estatistica para cada amostra,
6. fazer um gréafico dos valores das estimativas contra o tamanho de amostra, indicando neste
grafico o valor verdadeiro do parametro.
5.1.1 Meédia da distribuicao normal
Seguindo os passos acima vamos:

1. tomar a distribuicao Normal de média 10 e variancia 4,

2. definir o estimador T = 2?21 %a

3. escolhemos os tamanhos de amostra n = 2,5, 10, 15, 20, ..., 1000, 1010, 1020, . .., 5000,

4. fazemos os calculos e produzimos um grafico com os comandos abaixo.

ns <- c(2, seq(5, 1000, by=5), seq(1010, 5000, by=10))
estim <- numeric(length(ns))
for (i in 1:length(ns)){
amostra <- rnorm(ns[i], 10, 4)
estim[i] <- mean(amostra)
}
plot(ns, estim)
abline (h=10)

V V V V V V VvV V

5.2 Momentos das distribuicoes amostrais de estimadores

Para inferéncia estatistica é necessario conhecer a distribuicao amostral dos estimadores. Em
alguns casos estas distribuicoes sao derivadas analiticamente. Isto se aplica a diversos re-
sultados vistos no curso de Inferéncia I. Por exemplo o resultado visto na Sessao 3: se
Y1, Ys, ... Y, ~ N(u,0?) entdo j ~ N(u,0?/n). Resultados como estes podem ser ilustrados
computacionalmente como visto na Sessao 3.

Além disto este procedimento permite investigar distribuigoes amostrais que nao podem
ser obtidas analiticamente. Vamos ver um exemplo: considere X uma v.a. com distribuicao
normal N(u,0?) e seja um parametro de interesse § = u/o?. Obter a esperanga e variancia de
um estimador de 7' = X /S? onde X é a média e S? a varidncia de uma amostra.
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Figura 9: Médias de amostras de diferentes tamanhos.

1. escolher uma distribui¢do e seus parametros, no caso vamos escolher uma N (180, 64),
2. definir um tamanho de amostra, no caso escolhemos n = 20,

3. obter por simulacao um ntimero N de amostras, vamos usar N = 1000,

4. calcular a estatistica de interesse para cada amostra,

5. obter as estimativas E[T] e Var[T] usando as amostras.

Vamos ver agora comandos do R.

amostras <- matrix(rnorm(20%1000, mean=180, sd=8), nc=1000)
Tvals <- apply(amostras, 2, function(x) {mean(x)/var(x)})
ET <- mean(Tvals)

ET

[1] 3.134504

> VarT <- var(Tvals)

> VarT

[1] 1.179528

>
>
>
>

Nestes comandos primeiro obtemos 1000 amostras de tamanho 20 que armazenamos em uma
matrix de dimensao 20x 1000, onde cada coluna é uma amostra. A seguir usamos a fungao apply
para calcular a quantidade desejada que definimos com function(x) {mean(x)/var(x)}. No
meu caso acima obtive E[T] ~ 3.13 e Var[T] ~ 1.18. Se voce rodar os comandos acima dever
obter resultados um pouco diferentes (mas nao muito!) pois nossas amostras da distribui¢ao
normal nao sao as mesmas.
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5.3

Nao-tendenciosidade

Fica como exercicio, ver abaixo.

5.4 Variancia minima

Fica como exercicio, ver abaixo.

5.5

1.

Exercicios

Ilustre a consisténcia do estimador A = 1/X de uma distribuicdo exponencial f(z) =
Aexp{—Az}.

. No exemplo dos momentos das distribui¢oes de estimadores visto em (5.2) ilustramos a

obtenc¢ao dos momentos para um tamanho fixo de amostra n = 20. Repita o procedimento
para vdrios tamanho de amostra e faga um gréafico mostrando o comportamento de E [T
e Var[T] em fungao de n.

. Estime por simulacao a esperanca e variancia do estimador A = X de uma distribuicao de

Poisson de parametro A para um tamanho de amostra n = 30. Compara com os valores
obtidos analiticamente. Mostre em um grafico como os valores de E[A] e Var[A] variam
em funcao de n.

Crie um exemplo para ilustrar a nao tendenciosidade de estimadores. Sugestao: compare
: 2 _ \n —\2 2 _ —\2 5

os estimadores S* = Y " (1 —2)°/(n—1) e 0° = > (1 — Z)*/n do parametro de

variancia 02 de uma distribuicao normal.

Crie um exemplo para comparar a variancia de dois estimadores. Por exemplo compare
por simulagao as variancias dos estimadores 77 = X e Ty = (X; + X,,)/2 do parametro u
de uma distribuigao N(u, 0?), onde X e X,, sdo os valores minimo e méximo da amostra,
respectivamente.
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6 Funcoes de verossimilhanca

A funcao de verossimilhanca é central na inferéncia estatistica. Nesta sessao vamos ver
como tracar graficos de fungoes de verossimilhanca de um parametro utilizando o programa R.
Também veremos como tragar a funcao deviance, obtida a partir da fungao de verossimilhanca
e conveniente em certos casos para representacoes graficas, calculos e inferéncias.

6.1 Definicoes e notacoes

Seja L(0;y) a fungao de verossimilhanca. A notagao indica que o argumento da fungao é 6 que
pode ser um escalar ou um vetor de parametros. Nesta sessao consideraremos que é um escalar.
O termo y denota valores realizados de uma variavel aleatéria Y, isto é os valores obtidos em
uma amostra.

O valor que maximiza L(6;y) é chamado do estimador de médxima verossimilhanga e deno-
tado por 0. A funcao de verossimilhanga relativa ou normatizada R(6;y) é dada pela razao
entre a fungdo de verossimilhanca e o valor maximizado desta fungao, portanto R(6;y) =
L(0;y)/L(f; y), assumindo valores no intervalo [0,1]. Esta funcio é ttil para comparar todos
dos modelos dados pelos diferentes valores de # com o modelo mais plausivel (verossivel) para
a amostra obtida.

O valor que maximiza a fungao de verossimilhanca é também o que maximiza a a fungao
obtida pelo logaritimo da fun¢ao de verossimilhanca, chamada funcao de log-verossimilhanga,
uma vez que a funcao logaritimo é uma fung¢ao monotonica. Denotamos a funcao de log-
verossimilhanga por [(6;y) sendo [(0;y) = log(L(0;y)). A funcdo de log-verossimilhanca é
mais adequada para calculos computacionais e permite que modelos possam ser comparados
aditivamente, ao invés de multiplicativamente.

Aplicando-se o logaritimo & func¢ao padronizada obtemos log{ R(6;y)} = 1(0;y) — l(é; Y), que
tem portanto um valor sempre nao-positivo. Desta forma esta funcao pode ser multiplicada por
um numero negativo arbitrario, e sendo este niimero -2 obtemos a chamada funcao deviance,
D(0;y) = —2 [1(9; y) — l(é; y) |, onde lembramos que 0 ¢ 0 estimador de maxima verossimilhanca
de 0. Esta fungao tem portanto o seu minimo em zero e quanto maior o seu valor, maior a
diferenca de plausibilidade entre o modelo considerado e o modelo mais plausivel para os dados
obtidos na amostra. Esta funcao combina as vantagens da verossimilhanca relativa e da log-
verossimilhanca sendo portanto conveniente para calculos computacionais e inferéncia.

6.2 Exemplo 1: Distribui¢gao normal com variancia conhecida

Seja o vetor (12,15,9,10,17,12,11,18,15,13) uma amostra aleatéria de uma distribui¢ao
normal de média p e variancia conhecida e igual a 4. O objetivo é fazer um grafico da funcao
de log-verossimilhanca.

Solucgao:
Vejamos primeiro os passos da solugao analitica:

1. Temos que X7,..., X, onde, neste exemplo n = 10, ¢ uma a.a. de X ~ N(u,4),

2. a densidade para cada observagao é dada por f(z;) = 2\/1g exp{—g(z; — p)*},

3. a verossimilhanga ¢ dada por L(u) = [11" f(1; %),
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4. e a log-verossimilhanca é dada por

() = Y log(f(x:)
= —5log(87) — %(Z x? — 2#2%‘ + 10N2)7 (1)

5. que é uma funcao de u e portanto devemos fazer um grafico de I(u) versus p tomando
vérios valores de 1 e calculando os valores de I(p).

Vamos ver agora uma primeira possivel forma de fazer a funcao de verossimilhanca no R.
1. Primeiro entramos com os dados que armazenamos no vetor x
> x <- c¢(12, 15, 9, 10, 17, 12, 11, 18, 15, 13)
. 10 9 10
2. e calculamos as quantidades > ;" z7 e > z;

> sx2 <- sum(x~2)
> sx <- sum(x)

3. agora tomamos uma sequéncia de valores para p. Sabemos que o estimador de maxima
verossimilhanga neste caso é i = 13.2 (este valor pode ser obtido com o comando mean (x) )
e portanto vamos definir tomar valores ao redor deste ponto.

> mu.vals <- seq(11, 15, 1 = 100)
4. e a seguir calculamos os valores de I(u) de acordo com a equagao acima
> Imu <- -5 * log(8 * pi) - (sx2 - 2 * mu.vals * sx + 10 * (mu.vals~2))/8
5. e finalmente fazemos o grafico visto na Figura 10
> plot(mu.vals, Ilmu, type = "1", xlab = expression(mu), ylab = expression(l(mu)))

Entretanto podemos obter a fungao de verossimilhanca no R de outras forma mais geral e
menos trabalhosa. Sabemos que a funcdo dnorm() calcula a densidade f(z) da distribuicao
normal e podemos usar este fato para evitar a digitacao da expressao acima.

e Primeiro vamos criar uma funcao que calcula o valor da log-verossimilhanca para um certo
valor do parametro e para um certo conjunto de dados,

> logvero <- function(mu, dados) {
+ sum(dnorm(dados, mean = mu, sd = 2, log = TRUE))
+ }

e a seguir criamos uma sequéncia adequada de valores de p e calculamos [(p) para cada um
dos valores

> mu.vals <- seq(11, 15.5, 1 = 100)
> mu.vals[1:10]

[1] 11.00000 11.04545 11.09091 11.13636 11.18182 11.22727 11.27273 11.31818 11.3636
[10] 11.40909
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Figura 10: Funcao de verossimilhanca para o parametro p da distribuigao normal com variancia

0% = 4 com os dados do Exemplo 1.

> Imu <- sapply(mu.vals, logvero, dados = x)
> Imu[1:10]

[1] -32.12086 -31.87344 -31.63119 -31.39410 -31.16218 -30.93542 -30.71383 -30.49741
[9] -30.28615 -30.08005

Note na sintaxe acima que a fungao sapply aplica a funcao logvero anteriormente defi-
nida em cada elemento do vetor mu.vals.

e Finalmente fazemos o grafico.
> plot(mu.vals, lmu, type = "1", xlab = expression(mu), ylab = expression(l(mu)))

Para encerrar este exemplo vamos apresentar uma solugao ainda mais genérica que consiste
em criar uma funcao que vamos chamar de vero.norm.v4 para calculo da verossimilhanca de
distribuicoes normais com o?=4. Esta funcao engloba os comandos acima e pode ser utilizada
para obter o grafico da log-verossimilhanga para o parametro p para qualquer amostra obtida
desta distribuicao.

> vero.normal.v4 <- function(mu, dados) {

+ logvero <- function(mu, dados) sum(dnorm(dados, mean = mu, sd = 2,
+ log = TRUE))

+ sapply (mu, logvero, dados = dados)

+ }

> curve(vero.normal.v4(x, dados
+ ylab = expression(1(mu)))

x), 11, 15, xlab = expression (mu),
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6.3 Exemplo 2: Distribui¢cao Poisson

Considere agora a amostra armazenada no vetor y:
>y <-c(5, 0,3, 2,1, 2,1, 1, 2, 1)

de uma distribuicao de Poisson de parametro A. A funcao de verossimilhanca pode ser definida
por:

> lik.pois <- function(lambda, dados) {

+ loglik <- function(l, dados) {

+ sum(dpois(dados, lambda = 1, log = TRUE))
+ }

+ sapply(lambda, loglik, dados = dados)

+ }

E podemos usar esta fungao para fazer o grafico da funcao de verossimilhanca como visto a
esquerda da Figura 11

> lambda.vals <- seq(0, 10, 1 = 101)
> loglik <- sapply(lambda.vals, lik.pois, dados = y)
> plot(lambda.vals, loglik, ty = "1")

E o comando para gerar o grafico poderia incluir o texto do eixos:

> plot(lambda.vals, loglik, type = "1", xlab = expression(lambda),
+ ylab = expression(1(lambda)))

ou simplesmente usar:

> curve(lik.pois(x, dados = y), 0, 10, xlab = expression(lambda),
+ ylab = expression(1(lambda)))

Alternativamente pode-se fazer um grafico da fungao deviance, como nos comandos abaixo.

> dev.pois <- function(lambda, dados) {

+ lambda.est <- mean(dados)

+ lik.lambda.est <- lik.pois(lambda.est, dados = dados)

+ lik.lambda <- lik.pois(lambda, dados = dados)

+ return(-2 * (lik.lambda - lik.lambda.est))

+ }

> curve(dev.pois(x, dados = y), 0, 10, xlab = expression(lambda),
+ ylab = expression(D(lambda)))

Ou fazendo novamente em um intervalo menor

> curve(dev.pois(x, dados = y), 0.5, 5, xlab = expression(lambda),
+ ylab = expression(1(lambda)))

O estimador de maxima verossimilhanca é o valor que maximiza a funcao de verossimilhanca
que é o mesmo que minimiza a funcao deviance. Neste caso sabemos que o estimador tem
expressao analitica fechada A\ = Z e portanto pode ser obtido diretamente.

> lambda.est <- mean(y)
> lambda.est



CE-209: Aulas praticas 24

o
§ 2
3- -
g 9
=77 =
3. 2 -
I
o -
(D_
I
O_
I I I I I I I I I I
0 2 4 6 8 10 1 2 3 4
A A

Figura 11: Fungao de verossimilhanca (esquerda) e deviance (direita) para o parametro A da
distribuicao Poisson.

[1] 1.8

Caso o estimador nao tenha expressao fechada pode-se usar maximizagao (ou minimizagao)
numérica. Para ilustrar isto vamos encontrar a estimativa do parametro da Poisson e verificar
que o valor obtido coincide com o valor dado pela expressao fechada do estimador. Usamos o
fungao optimise() para encontrar o ponto de minimo da fungao deviance.

> optimise(dev.pois, int = c(0, 10), dados = y)

$minimum
[1] 1.800004

$objective
[1] 1.075264e-10

A funcao optimise () é adequada para minimizagoes envolvendo um tnico parametro. Para
dois ou mais parametros deve-se usar a fun¢ao optim() ou nlminb().

Finalmente os comandos abaixo sao usados para obter graficamente o intervalo de confianca
(a 95%) baseado na funcao deviance.

> curve(dev.pois(x, dados = y), 0.8, 3.5, xlab = expression(lambda),
+ ylab = expression(1(lambda)))

> L.95 <- qchisq(0.95, df = 1)

> abline(h = L.95)

Os limites do intervalo sao dados pela intersecao dessa funcao com o valor do quantil da
distribuicao x? para o nivel de significancia desejado.

> lim.fc <- function(lambda) dev.pois(lambda, dados = y) - L.95

> ic2.lambda <- c(inf = uniroot(lim.fc, c(0, lambda.est))$root, sup = uniroot(lim.fc,
+ c(lambda.est, max(y)))$root)

> ic2.lambda

inf sup
.091267 2.764221

[
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Figura 12: Intervalo de confianca baseado na deviance para o parametro A da distribuicao
Poisson.

E adicionados ao gréafico com

> arrows(ic2.lambda, L.95, ic2.lambda, 0, len = 0.1)
> text(ic2.lambda, 0, round(ic2.lambda, dig = 2), pos = 1, cex
+ offset = 0.3)

0.8,

6.4 Exemplo 3: Distribuicao normal com variancia desconhecida

Vamos agora revisitar o Exemplo 1 desta se¢dao, usando os mesmos dados porém agora
sem assumir que a variancia é conhecida. Portanto temos agora dois parametros sobre os
quais queremos fazer inferéncia: p e o . O objetivo é fazer um gréfico 3-D da funcao de
log-verossimilhan¢a de dois argumentos I(u, o).

Solucao:

Vejamos primeiro os passos da solucao analitica:

1. Temos que Xi, ..., X, onde, neste exemplo n = 10, é uma a.a. de X ~ N(u,0?),

1

2. a densidade para cada observagao é dada por f(z;) = o

exp{—g,z(zi — 1)’}

3. a verossimilhanca é dada por L(u,0) = 10 fp,o52;),

4. e a log-verossimilhanca ¢ dada por

p,o) = > log(f(x))

10 10
1
= —5log(2m0?) — 27‘2(2 x} — QHZ z; + 10p%), (2)
1 1
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5. que é uma fungao de p e o e portanto devemos fazer um gréfico tridimensional de [(u, o)
versus p e o tomando vérios valores de pares (u, o) e calculando os valores correspondentes
de I(p, 0).

Assim como no Exemplo 1 poderiamos calcular a verossimilhanca fazendo as contas "passo a
passo’da funcao acima, ou entao usando a funcao dnorm(). Neste exemplo vamos fazer apenas
da segunda forma, ficando a primeira como exercicio para o leitor.

1. Primeiro entramos com os dados que armazenamos no vetor x. Vamos também calcular
as estimativas de maxima verossimilhanca.

> x <- c(12.1, 15.4, 9.8, 10.1, 17.4, 12.3, 11, 18.2, 15.4, 13.3,

+ 13.8, 12.7, 15.2, 10.3, 9.9, 11.5, 14, 12.1, 11.2, 11.9, 11.1,
+ 12.5, 13.5, 14.8, 12.1, 12.5, 9.7, 11.3, 8.6, 156.9, 12.8, 13.6,
+ 13.8, 15.7, 15.5)
> pars.MV <- c(mu = mean(x), sd = sqrt(var(x) * (length(x) - 1)/length(x)))
> pars.MV
mu sd

12.885714 2.248954

2. a seguir vamos criar uma func¢ao que calcula o valor da log-verossimilhanca para um certo
par de valores dos parametros (média e desvio padrao, nesta ordem) e para um certo
conjunto de dados,

> logveroN <- function(pars, dados) sum(dnorm(dados, mean = pars[1],
+ sd = pars[2], log = TRUE))

3. aseguir criamos uma sequéncia adequada de pares de valores de (i, o) e calculamos I(u, o)
para cada um dos pares.

> par.vals <- expand.grid(mu = seq(5, 20, 1 = 100), sd = seq(1, 12.2,
+ 1 = 100))
> dim(par.vals)

[1] 10000 2
> head(par.vals)

mu sd
.000000
.151515
.303030
.454545
.606061
.757576

e

5
5
5
5
5
5

D O WN -

> tail(par.vals)

mu sd
9995 19.24242 12.2
9996 19.39394 12.2
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9997 19.54545 12.2
9998 19.69697 12.2
9999 19.84848 12.2
10000 20.00000 12.2

> par.vals$loglL <- apply(par.vals, 1, logveroN, dados = x)
> head(par.vals)

mu sd logL
1 5.000000 1 -1208.903
2 5.151515 1 -1167.486
3 5.303030 1 -1126.873
4 5.454545 1 -1087.064
5 5.606061 1 -1048.058
6 5.757576 1 -1009.856

Note na sintaxe acima que a fungao apply aplica a fungao logveroN a cada par de
valores em cada linha de par.vals. Ao final o objeto |par.vals| contém na terceira
coluna os valores da log-verossimilhanca correspondentes as valores dos parametros dados
na primeira e segunda colunas.

4. O grafico 3-D da fungao pode ser visualizado de trés formas alternativas como mostrado na
Figura 13: como uma superficie 3D gerada pela funcao persp(), como um mapa de curvas
de isovalores obtido com image (), ou ainda como um mapa de cores correspondentes aos
valores gerado por image ().

> with(par.vals, persp(unique(mu), unique(sd), matrix(logL, ncol = length(unique (sc
+ xlab = expression(mu), ylab = expression(sigma), zlab = expression(1l(mu,

+ sigma)), theta = 30, phi = 30))

> with(par.vals, contour(unique(mu), unique(sd), matrix(logL, ncol = length(unique
+ xlab = expression(mu), ylab = expression(sigma), levels = seq(-120,

+ -75, by = 5)), ylim = c(0, 12))

> points(pars.MV[1], pars.MV[2], pch = 4, cex = 1.5)

> with(par.vals, image(unique(mu), unique(sd), matrix(logL, ncol = length(unique (s
+ xlab = expression(mu), ylab = expression(sigma), breaks = seq(-120,

+ -75, by = 5), col = gray(seq(0.3, 1, length = 9))))

> points(pars.MV[1], pars.MV[2], pch = 4, cex = 1.5)

Notas:

e a obtencao da funcao foi necessario especificar faixas de valores para i e 0. A definicao
desta faixa foi feita apds varias tentativas pois depende do problema, em especial do
numero e variabilidade dos dados.

e as fungoes graficas utilizadas requirem: dois vetores de tamanhos n; e ny com os valores
dos argumentos da funcao e os valores da fun¢ao em uma matrix de dimensao n; x ny. Por
isto usamos unique () para extrair os valores dos argumentos, sem repeti-los e matrix ()
para os valores da funcao.

e na funcao perp() as argumentos theta e phi sao utilizados para rotacionar o grafico a
fim de se obter uma melhor visualizagao.
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Figura 13: Funcao de verossimilhanca para os parametros i e o da distribuicao normal com os
dados do Exemplo 1.

e o0 valor das estimativas de méxima verossimilhanca sao indicados por x nos dois ulti-

6.5

mos graficos. Neste caso eles foram encontrados facilmente como mostrado acima no
objeto pars.MV pois podem ser obtidos analiticamente. De forma mais geral, a funcao
fitdistr() do pacote MASS poide ser usada para encontrar estimativas de maxima
verossimilhanca.

> require (MASS)
> MV <- fitdistr(x, "normal")
> MV

mean sd

12.8857143 2.2489544
( 0.3801427) ( 0.2688015)

Exercicios

. Seja a amostra abaixo obtida de uma distribuicao Poisson de parametro A.

54622453301765365372

Obtenha o grafico da funcao de log-verossimilhanca.

. Seja a amostra abaixo obtida de uma distribuicao Binomial de parametro p e com n = 10.

758696977788999

Obtenha o grafico da funcao de log-verossimilhanca.

Seja a amostra abaixo obtida de wuma distribuicio x? de parametro v.

8.910.112.16.412.416.910.59.9 10.8 11.4

Obtenha o grafico da funcao de log-verossimilhanca.



