Estimagio
pontual e

distribuicSes
amostrais

Introdusio Estimac3o pontual e distribuicGes amostrais

Estimagdo
pontual

Propriedades

Eam Fernando de Pol Mayer

amostrais

Distribuigges

amostrais Laboratério de Estatistica e Geoinformagio (LEG)
Dnstnbunlc.dao

amostral da

nos Departamento de Estatistica (DEST)
";‘F‘:'f"b - Universidade Federal do Parana (UFPR)
istribuigdo

amostral da
proporcio

Referéncias

Este conteiido esta disponivel por meio da Licenga Creative Commons 4.0
(Atribuigdo/NaoComercial /Partilhalgual)

1/67


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.pt_BR
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.pt_BR

Sumario

Estimagdo
pontual e
distribuicdes
amostrais

© Introducio

Introdugdo

A © Estimacso pontual

pontual

e dad @ Propriedades dos estimadores
ropriedades

Erros
amostrais

Distribuigdes e Erros amostrais
amostrais

Distribuicdo

amostral da

média @ Distribuicdes amostrais
Distribuicdo . . -~ Lo
el Ak @ Distribuicdo amostral da média

proporgédo

e @ Distribui¢do amostral da proporgdo

© Referéncias

2/67



Plano de aula

Estimagio
pontual e
distribuicdes
amostrais

© Introducio

Introdugdo
Estimagéo
pontual

Propriedades
Erros
amostrais
Distribuigdes
amostrais
Distribuigcgdo
amostral da
média

Distribuiso
amostral da
e

Referéncias

3/67



UFPR

Estimagio
pontual e
distribuicSes
amostrais

Introdugdo

Estimagdo
pontual

Propriedades

Erros
amostrais

Distribuigges
amost
Distribuicdo
amostral da
média
Distribuico
amostral da
proporgio

Referéncias

Inferéncia estatistica

Definigdo (Inferéncia estatistica)

Seja X uma variavel aleatéria com fun¢do densidade (ou de
probabilidade) denotada por f(x,8), em que 6 & um pardmetro
desconhecido. Chamamos de inferéncia estatistica o problema que

consiste em especificar um ou mais valores para 6, baseado em um
conjunto de valores X.

A inferéncia pode ser feita através de duas formas:
@ estimativa pontual

@ estimativa intervalar
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Inferéncia estatistica

Reducdo de dados

Um experimentador usa as informacdes em uma amostra aleatéria
Xi,..., X, para se fazer inferéncias sobre 6.

Normalmente n é grande e fica inviavel tirar conclusdes baseadas em
uma longa lista de nimeros.

Por isso, um dos objetivos da inferéncia estatistica & resumir as
informacdes de uma amostra, da maneira mais compacta possivel,
mas que ao mesmo tempo seja também informativa.
Normalmente esse resumo é feito por meio de estatisticas, por

exemplo, a média amostral e a varidncia amostral.
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Definicdo (Populagio)

de individuos ou objetos de interesse é dito ser uma populacio.

O conjunto de valores de uma caracteristica associada a uma colecdo

Definicdo (Amostra)

Uma sequéncia Xy, ..., X, de n variaveis aleatdrias independentes e
identicamente distribuidas (iid) com fun¢do densidade (ou de
probabilidade) f(x, 6) é dita ser uma amostra aleatéria de tamanho

da distribui¢do de X. Como normalmente n > 1, entdo temos que a

fdp ou fp conjunta sera

F(x,0) = f(x1,...,x,0) = [ [ f(x:,0)
i=1

n
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UtPR Parametro e Estatistica

Estimagio ~ n
peniel e Populacdo — censo — parametro
distribuicSes

amostrais

Uma medida numérica que descreve alguma caracteristica da
populacdo, usualmente representada por letras gregas: 6, i, o, ...

Introdugdo

Estimagdo
pontual

Propriedades

Exemplo: média populacional = p
Erros
amostrais

Distribuigges
amost
Distribuicdo

omentral s Populacdo — amostra — estatistica
média

Distribuigso
amostral da
proporgio

Uma medida numérica que descreve alguma caracteristica da

amostra, usualmente denotada pela letra grega do respectivo
pardmetro com um acento circunflexo: 0, fi, &,

alfabeto comum: X, s, ...

Referéncias

., ou por letras do

Exemplo: média amostral = x
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Parametros

Estimagio
pontual e
distribuicSes
amostrais

| - E importante notar que um pardmetro n3o é restrito aos modelos de
ntrodugdo .
S probabilidade. Por exemplo:

pontual

Propriedades 2 N . 2
o X ~ N(u,0%) = pardmetros: p, o
amostrais

Distribuisses Y ~ Poisson(\) = pardmetro: A
Distribuicdo
amostral da

S Y = Bo + f1.X = parametros: [, f1

Distribuicdo

amostral da
proporcio

Referéncias Lt = Loo [1 — e—k(l’—to)] = parémetros: L(X)l k, to
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Estatistica

Estimagio
tual 5 o o L .
dieribuisses Il Definicdo (Estatistica)

amostrais

Qualquer fun¢do da amostra que ndo depende de pardmetros

Introducgo desconhecidos é denominada uma estatistica, denotada por
e T(X) = T(X1, Xa,...,Xp)

pontual

Propriedades

Erros Exemplos:

amostrais

Distribuigdes ° T1(X = 27:1 Xi=X1+Xo+---+X,

amostrais
Distribuicdo
amostral da
média
Distribuico
amostral da
proporgio

e © o
o
X
|
X

Referéncias

Verificamos que Ty, T,, T3 s3o estatistcas, mas T4 n3o.

Como & uma funcdo da amostra, entdo uma estatistica também é
uma variavel aleatéria — distribuicdes amostrais
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Estatistica

Estimagdo o . . ~
pontual o Se podemos utilizar T(X) para extrais toda a informagdo da amostra,
istribuicdes

amostrais entdo dizemos que ela é suficiente para 6.

Definicdo (Estatistica suficiente)

Introdugdo

Estimacso Seja Xi, ..., X, uma amostra aleatéria da variavel aleatéria X, com

pontual

Propriedades fdp pu fp f(x,6) com 6 € ©, dizemos que uma estatistica T(X) é
Eres suficiente para 6, se a distribuicdo condicional de X dado T(X) =t
for independente de 6

Distribuicdes
amostrais
Distribuicdo

Toppadlct x| Tx)(x|t) — independe de ¢

Distribuiso
amostral da

proporgdo A definicdo acima permite verificar se uma estatistica é suficiente,

Referéncias

mas ndo como encontra-la. Dois conceitos fundamentais para
encontrar estatisticas (conjuntamente) suficientes s3o:

@ o critério da fatoracdo de Neyman

@ o critério da familia exponencial
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Defini¢do (Espago paramétrico)

Introdugdo

O conjunto © em que 6 pode assumir seus valores é chamado de
Estimagdo - .
pontal espaco paramétrico

Propriedades

Erros
amostrais

Definicdo (Estimador)

Distribuicses
amost

mostrais _ Qualquer estatistica que assume valores em © & um estimador para 6.
istribuicdo

amostral da
média

Distribuisdo Dessa forma, um estimador pontual para 6 é qualquer estatistica
amostral da . ~ .
que possa ser usada para estimar esse pardmetro, ou seja,

proporgio

Referéncias

0 =T(X)
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UEPR Estimador

Estimagio
pontual e
distribuicSes
amostrais

Observacdes:

Introdugdo

Estimacso @ Todo estimador & uma estatistica, mas nem toda estatistica é

pontual

Propniadades um estimador.

Erros

amostrais @ O valor assumido pelo estimador pontual é chamado de
Distribuigses estimativa pontual,

amost

Distribuicdo

amqstral da T(X)=T(Xy,...,Xs) =1t

Distribuigso
amostral da
proporgio

ou seja, o estimador € uma funcdo da amostra, e a estimativa é
o valor observado de um estimador (um nimero) de uma
amostra particular.

Referéncias
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urpr Estimagdo pontual

Estimagio
pontual e
distribuicSes
amostrais

A ideia geral por tras da estimacdo pontual & muito simples:

Introdugdo

g Quando a amostragem é feita a partir de uma populagdo descrita por
RemERE uma funcdo f(x, ), o conhecimento de 6 a partir da amostra, gera
Erro: . ~

amostrais todo o conhecimento para a populacio.

Distribuices

amost L ,

Distrbuisso Dessa forma, € natural que se procure um método para se achar um
media bom estimador para 6.

Distribuicgo

amostra_! da

et ) ) ] ;

Reforéncing Existem algumas propriedades que definem o que € um bom

estimador, ou o “melhor”’ estimador entre uma série de candidatos.
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Estimagédo
pontual
Propriedades

Erros
amostrais

Distribuigges
amost
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média
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proporgio

Referéncias

Estimacdo pontual

Localizacdo do problema: Considere Xi,..., X, uma amostra

aleatéra de uma variavel aleatéria X com fdp ou fp f(x,6), 6 € ©.
Sejam:

él = Tl(X17...,Xn) é\2 = T2(X17"'7Xn)

Qual dos dois estimadores pontuais é melhor para 67

Como n3o conhecemos 6, ndo podemos afirmar que #; é melhor do
que 65 e vice-versa.

O problema da estimacdo pontual é entdo escolher um estimador §
que se aproxime de 6 segundo algumas propriedades.
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urpr ropriedades dos estimadores

Estimagio
pontual e
distribuicSes
amostrais

Exemplo 1: Considere uma amostra aleatéria (Xi, ..., X,) de uma
variavel aleatéria X ~ N(uz = 3,02 = 1) e os estimadores pontuais

Introdugdo

Estimagédo

Pareial para
Propriedades 1 n Xy + X
~ "~ 1 n
Erros 01 = — E X’- e 02 — M
amostrais n — 2
DistribuicSes =
a;:::;b.,;¢;o Qual dos dois estimadores pode ser considerado como o melhor para
igrare! de estimar o verdadeiro valor de (?
Distribuicgo
amostral da
Rl . . L . =
e Considere os seguintes pseudo-cédigos para um estudo de simulagdo

do comportamento destes dois estimadores:
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Estimacdo pontual

Estimacé T
pontusl & Pseudo-cédigo 1
distribuicSes

amostrais

© Simule uma amostra de tamanho n = 10 da distribuicdo considerada

eroducs © Para essa amostra, calcule a média (f1) e o ponto médio (f-)
ntrodugdo

Estimacdo © Repita os passos (1) e (2) acima m = 1000 vezes

pontual

Propriedades © Faca um grafico da densidade das m = 1000 estimativas de 0; e 6, e
Erros

. verifique seu comportamento verifique
amostrais

v
Distribuicses

amostrais Pseudo-cédigo 2

Distribuicdo
amostral da
rl;iés‘:i?bui;éo © Simule amostras de tamanhos (n) 2, 3, 5, 10, 20, 50, 100, 500, 1000
amostral da

i da distribuicdo considerada

Referéncias

Q Para cacla amsotra de tamanho n, calcule a média (0A1) e o ponto
médio (92)
© Repita os passos (1) e (2) acima m = 100 vezes

© Faga um grafico das m = 100 estimativas de 6 e 0, para cada
tamanho de amostra n e verifique seu comportamento
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Estimacdo pontual
Pseudo-cédigo 1 - X ~ N(3,1)

Estimagdo
pontual e
distribuicdes
amostrais

Introdugdo

Estimagédo
pontual

Propriedades

Erros

amostrais

Distribuicdes

amostrais
Distribuicdo
amostral da
média

Densidade

Distribuigso
amostral da
e e

Referéncias

0.0 - oew _@e o

Estimativa
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Introdugdo

Estimagédo
pontual

Propriedades

Erros
amostrais

Distribuicdes

amostral da
média

e
amostral da
e e

Referéncias

Pseudo-cédigo 2 - X ~ N(3,1)

Estimativas
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urpr Estimagdo pontual

Estimagio
pontual e
distribuicSes
amostrais

S Exemplo 2: Considere uma amostra aleatéria (Xi,

., Xp) de uma
e variavel aleatéria Y ~ U(min = 2, max = 4) (distribui¢do uniforme no
m. I;ao
ntua H N H
L intervalo [2,4]) e os estimadores pontuais para p
Erros n
amostrais ~ 1 ~ X + X
1 n
Distribuicses 0, = E Xi e 0y = MOREAG]
amost n < 2
Distribuigdo =1
anj:j_stra| da
media . . .
Distribuisdo Qual dos dois estimadores pode ser considerado como o melhor para
amostral da . L.
proporsio estimar a média de Y7

Referéncias
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Estimac3o pontual
Pseudo-cédigo 1 - Y ~ U(2,4)

Estimagdo
pontual e
distribuicdes
amostrais

Introdugdo

Estimagdo
pontual

Propriedades

Erros

amostrais

Distribuicdes

amostrais
Distribuicdo
amostral da
média

Densidade

Distribuigso
amostral da
e e

Referéncias 14 L

Estimativa
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Introdugdo

Estimagédo
pontual

Propriedades

Erros
amostrais

Distribuicdes

amostral da
média

e
amostral da
e e

Referéncias

Pseudo-cédigo 2 - Y ~ U(2,4)

Estimativas
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Introdugdo

A © Estimacso pontual
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R @ Propriedades dos estimadores
priedades

Erros
amostrais

Distribuicdes
amostrais
Distribuicdo
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Propriedades dos estimadores

Estimagdo
pontual e
distribuicdes
amostrais

Introdugdo
i De modo geral, um “bom" estimador deve ser
Propriedades

Erros

amostrais @ N3o viciado

Distribuicdes .
amostrais © Consistente
Distribuicdo .

gl ck © Eficiente
Distribuicdo

amostral da

proporgao

Referéncias
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Propriedades dos estimadores

1) N3o viciado

Estimagio
pontual e
distribuicSes
amostrais

Definicdo (Erro quadratico médio (EQM))
Introdugso O Erro Quadratico Médio (EQM) de um estimador  de § & dados por

Estimagdo
pontual

Propriedades EQM[G] = E[(9 — 9)2]

SR = Var[f] + B[]

Distribuices

amostrais

Distribuigcgdo Onde N A,

- B[0] = E[0] — 6

Distribui;dio . . R .

ol é denominado de vicio do estimador 6. Portanto, dizemos que um
e estimador é ndo viciado para 6 quando

B[l]=0 = E[f] =0
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Propriedades dos estimadores

1) N3o viciado

Estimagio
pontual e
distribuicSes
amostrais

Definicdo (Estimador ndo viciado)

i Seja (Xi,...,X,), uma amostra aleatéria de uma variavel aleatéria

stimagdo . o A 2

pontual com fdp ou fp f(x,0), 8 € ©, dizemos que o estimador § = T(X) é
ropriedades ~ a_a

Frep n3o viciado para 0 se

Introdugdo

Erros
amostrais

Distrbuicses Ef]=E[T(X)]=6 V0e©

amostrais

Distribuicdo

el Um estimador § & dito assintoticamente nio viciado se
Distribuicio

am;stra_!;da ~

lim E[6] = 0

Referéncias n—o0

~

Ou seja, para grandes amostras, 6 passa a ser imparcial.
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Propriedades dos estimadores
2) Consistente

Estimagio
pontual e
distribuicSes
amostrais

Introdusso Defini¢do (Estimador consistente)

Estimagdo
pontual

Seja (Xi,...,X,), uma amostra aleatéria de uma variavel aleatéria

com fdp ou fp f(x,8), # € ©, o estimador § = T(X) é consistente
amostrais para 6 se satisfaz simultaneamente
Distribuices
amostrais

Propriedades

N
Distribuicgo lim E[G] =40
amostral da n—o0

média

Distribuico

amostral da €

proporgio

lim Var[d] =0
Referéncias n—o0
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Propriedades dos estimadores
3) Eficiente

Estimagio
pontual e
distribuicSes
amostrais

Definicdo (Eficiéncia relativa)

Introdugdo

Eetimasdo Sejam 0; = T1(X) e A2 = T»(X) dois estimadores pontuais n&o

pratied viciados para 6. A eficiéncia relativa de 6; em relacdo a 6, é
Propriedades

Erros
amostrais

AA Var[él]
istribuicSes ER[01,6>] = )
Em:stl:ai: [ L 2] Val’[az]
Distribuicdo
amostral da
média

Distribuiso
amostral da Se

proporgio

Rt o ER[A1,0:] > 1 = B, & mais eficiente
o ER[f1,0] <1 = 6; & mais eficiente
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Propriedades dos estimadores

Estimagio
pontual e
distribuicSes
amostrais

Exemplo: média amostral X = 2 3°7 | X; como estimador da média
populacional u:

Introdugdo

Estimagdo
pontual

Propriedades

Erros n
amostrais

v 1
Distribuicdes E(X) = E ; ZX, = M

amostrais =1

Distribuica;

Dl ) o s
média

Distribuico Var(X) = Var |- E Xi| = —
amostral da n 4 n
proporgio =1

Referéncias

Portanto X é um estimador ndo viciado e consistente para /.
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Estimagio
pontual e
distribuicSes
amostrais

Introdugdo

Estimagdo
pontual

Propriedades

Erros
amostrais

Distribuigges
amost
Distribuicdo
amostral da
média
Distribuigso
amostral da
proporgio

Referéncias

Propriedades dos estimadores

Exemplo: varidncia amostral 62 = 2 37 | (X; — X)? como estimador
da variancia populacional o2

E(8%) = E %i(x,#?f - <" 1) o2

n

Portanto 62 & um estimador viciado para 0. (Embora seja um
estimador assintoticamente ndo viciado).

Para eliminar esse vicio, podemos definir entdo um novo estimador:
2_ 1 n w2
s°= 3> i (Xi—X) e

R -
E(s?)=E P (X - X)?| =0
i=1

que é entdo um estimador nédo viciado para o°
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Estimagio
pontual e
distribuicSes
amostrais

Introdugdo
Estimeacac

pontual
Propriedades

Erros
amostrais

Distribuices
amostrais
Distribuicdo
amostral da
média

Distribuiso
amostral da
proporgio

Referéncias

Propriedades dos estimadores

O erro padrao de um estimador d4 uma ideia da precisdo da
estimativa.

Defini¢do (Erro padrdo de um estimador)

O erro padrdo (EP) de um estimador & o seu desvio-padrio (raiz
quadrada da variancia), ou seja,

EP() = 1/ Var(f)

Exemplo: Sabemos que a distribuicdo de X tem média y e variancia
o2/n. Entdo o erro padrdo de X é

EP(X) = y/Var(X) = ﬁ = %
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Plano de

Estimagdo
pontual e
distribuicdes
amostrais

Introdugdo

Estimagdo
pontual

Propriedades

Erros
amostrais

DistribuigBes e Erros amostrais
amostr:
Distribuicdo
amostral da
média
Distribuigso
amostral da
proporgio

Referéncias
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Estimagio
pontual e
distribuicSes
amostrais

Introdugdo

Estimagdo

pontual
Propriedades

Erros
amostrais

Distribuices
amost
Distribuicdo
amostral da
média

Distribuico
amostral da
reperEe

Referéncias

Erros amostrais

Erros amostrais

Diferenca entre o resultado da amostra e o verdadeiro valor da
populacdo. Ocorre pois as amostras sio aleatérias!

Exemplo: a diferenca entre a média amostral X e a média
populacional p

e=X—pu

é chamada de erro amostral da média.

Erros ndo amostrais

Ocorre quando os dados amostrais sdo coletados incorretamente,
devido a uma amostra tendenciosa, instrumento de medida
defeituoso, anotacdes erradas, ...

| A
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UFPR Erros amostrais

Estil a o
montunl ¢ Erros amostrais

distribuicSes

amostrais Diferenca entre o resultado da amostra e o verdadeiro valor da

populacdo. Ocorre pois as amostras sio aleatérias!
Introdugso Exemplo: a diferenca entre a média amostral X e a média
e populacional _
Propriedades e = X — ILL

Erros
amostrais

é chamada de erro amostral da média.

Distribuices
amost
Distribuicdo
amostral da
média

Erros ndo amostrais

| A

Distribuicdo
I'd o ~ .

ol Ocorre quando os dados amostrais sdo coletados incorretamente,

Referancias devido a uma amostra tendenciosa, instrumento de medida

defeituoso, anotacdes erradas, ...

Atencdol!

Os erros n3o amostrais ndo devem existir, ou devem ser minimizados
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Erros amostrais

Estimagio
pontual e
distribuicSes
amostrais

N3o importa qudo bem a amostra seja coletada, os erros amostrais
Introdugéo sempre irdo ocorrer

Estimagdo
pontual

i Cada vez que uma amostra aleatéria for retirada de uma populagio,
Erres um resultado diferente sera observado

amostrais

Em:stb::“ Selecione uma amostra de tamanho n = 5 das idades dos estudantes
E,'.,Té;'tli';i‘i: de uma sala: 22 21 24 23 20 22 21 25 24 24 23 19 25 24

Distribuicdo 23 23 20 21 23 20 23 22 23 23 25 25 20 23 24 20

amostral da
proporgio

Referéncias

Repita 5 vezes (tente ser o mais aleatério possivel!), calcule a média
de cada amostra, e compare com a média populacional y =225
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Um exemplo

Estimagio
pontual e
distribuicSes
amostrais

Amostra X e=X—pu

Introduséo 2323232423 232 0.7
Eetimasso 2422202020 21.2 13
Propriedades 2120192225 214 -1.1
Emos 2223252022 22.4 0.1
huics 2120222420 21.4 -1.1
Distnbui;déo
gié:i:bui;s" @ O que isso nos diz a respeito das médias amostrais?
ronoredo.” @ O que isso nos diz a respeito da variabilidade das médias

Referéncias amostrais?

o E se fizemos uma “média das médias” de todas as amostras?
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Plano de aula

Estimagdo
pontual e
distribuicdes
amostrais

Introdugdo
Estimagdo
pontual

Propriedades
Erros
amostrais
Distribuicdes
amostrais

Distribui;dio

il @ Distribuicdes amostrais
Distribuicdo . . -~ Lo
] Ak @ Distribuicdo amostral da média

proporgédo

e @ Distribui¢do amostral da proporgdo
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Distribuicdes amostrais

Estimagio
pontual e
distribuicSes
amostrais

Suponha que vamos retirar uma amostra de n = 100 individuos de
uma populacio

Introdugdo
Estimacio
pontual
Ptz Se selecionarmos aleatoriamente um individuo desta populaggo, ele
Erro: z . . .z
amostrais terd apenas um valor, x;, de todos os possiveis valores da variavel
Distribuides aleatéria X

amostrais

Distribuicdo

amostral da

média Da mesma forma, um segundo individuo amostrado aleatoriamente

Distribuicdo L -, L - . . .
amostral da terd o valor x» da variavel aleatdria X5, e assim sucessivamente até o
Rl

e centésimo individuo amostrado com valor xj0909 da variavel aleatéria
X100
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Distribuicdes amostrais

Estimagio
pontual e
distribuicSes
amostrais

De maneira geral, uma amostra de tamaho n sera descrita pelos

Introduséo valores x1, x», ..., x, das varidveis aleatérias X1, X5,..., X, =

Eximeshe Amostra Aleatéria

pontual

Propriedades

Erros No caso de uma Amostragem Aleatéria Simples (AAS) com

amostrais . o~ ~ ., . P .

— reposicdo, X1, Xo, ..., X, serdo varidveis aleatdrias independentes e
istribuicSes . . . . -, . ~ HH

amostrais identicamentes distribuidas (iid) com fun¢do de probabilidade (fp)
istribuica. ~ . .

E,.,fé_:trafi: ou funcio densidade de probabilidade (fdp) f(x)

media

Distribuico

amostral da L

proporgdo Isto significa que quando observamos cada amostra x; de uma

Referéncias

populagio indexada por um pardmetro 6 (um escalar ou um vetor),
entdo cada observagdo possui fp ou fdp dada por f(x, )
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UFPR

Estimagio
pontual e
distribuicSes
amostrais

Introdugdo
Estimagcéo
pontual

Propriedades
Erros
amostrais
Distribuicdes
amost
Distribuicdo
amostral da
média

Distribuigso
amostral da
proporgio

Referéncias

Distribuicdes amostrais

Se somente uma observacio X é feita, entdo as probabilidades
referentes a X podem ser calculadas diretamente utilizando f(x, )

No entanto, na maioria das vezes temos n > 1 observacdes de X.

Como vimos que as variaveis X; s3o iid, temos que a fp ou fdp
conjunta sera

F(x1. %2, - Xn, 0) = F(x1,0) - F(x2,0) -+ F (0, 0) = [ [ F(:, 0)
i=1

Onde o mesmo valor do pardmetro @ é utilizado em cada um dos
termos no produto
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UFPR

Estimagio
pontual e
distribuicSes
amostrais

Introdugdo

Estimagdo
pontual

Propriedades

Erros
amostrais

Distribuicdes
amosti
Distribuicdo
amostral da
média
Distribuico
amostral da
proporgio

Referéncias

Distribuicdes amostrais

Exemplo: distribuicdo conjunta da Bernoulli(7)

Para uma observacdo, temos que a fp da Bernoulli(r) é

f(x,m)=n*(1- 77)1_X]I{0,1}(X)

Para uma amostra aleatéria X1, X, ..., X,
Fx,m) = [[79(1 — ) ~L10,1y (%)
i=1

n
= i Xi(1 — )" X H]I{o,l}(xi)
i=1
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UFPR

Estimagio
pontual e
distribuicSes
amostrais

Introdugdo

Estimagdo

pontual
Propriedades

Erros
amostrais

Distribuicdes

amosti
Distribuicdo
amostral da
média

Distribuigdo
amostral da
proporgio

Referéncias

Distribuicdes amostrais

Quando uma amostra X1, X3, ..., X, € obtida, geralmente estamos
interessados em um resumo destes valores, que pode ser expresso
matematicamente pela estatistica T(x1, X2, ..., Xp)

A fung¢do T(-) pode ser um valor real ou um vetor. Dessa forma,

Y = T(x,x2,...,x,) € também uma variavel aleatéria (ou vetor
aleatério). Se Y é uma VA, ento ela possui uma distribuicdo de
probabilidade.

Uma vez que a amostra aleatéria Xy, Xo, ..., X, tem uma estrutura
probabilistica simples (porque X; sdo iid), Y & particularmente
tratavel. Uma vez que a distribuicdo de Y é derivada desta estrutura,
vamos denomina-la de distribuicdo amostral de Y.
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UFPR

Estimagio
pontual e
distribuicSes
amostrais

Introdugdo

Estimagdo
pontual

Propriedades

Erros
amostrais

Distribuicdes

amosti
Distribuicdo
amostral da
média
Distribuico
amostral da
proporgio

Referéncias

Distribuicdes amostrais

Definigdo (Distribuicdo amostral)

A distribuicdo de probabilidade de uma estatistica

Y = T(x1,x2,-..,X,) € denominada de distribuicio amostral de Y.
Assim, uma estatistica também é uma variavel aleatéria, pois seus
valores mudam conforme a amostra aleatdria

Exemplo: duas estatisticas comumente utilizadas para o resumo de
uma amostra aleatéria sdo a média amostral

_ 1
X:;;Xi

e a proporcdo amostral
X

o>
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Plano de aula

Estimagdo
pontual e
distribuicdes
amostrais

Introdugdo
Estimagdo
pontual

Propriedades
Erros
amostrais
Distribuicdes
amostrais

Diltribui;jo

Rl @ Distribuicdes amostrais
Distribuicdo . . -~ Lo
] Ak @ Distribuicdo amostral da média

proporgédo

Referéncias
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urpr Distribuicdo amostral da média

Estimagio
pontual e
distribuicSes
amostrais

Para estudarmos a distribuicdo amostral da estatistica X, considere
uma populacdo identificada pela VA X, com parametros

Introdugdo

ST E(X) = u = média Var(X) = 02 = variancia

Propriedades

Erros

et supostamente conhecidos. Em seguida, realizamos os seguintes
Distribuicdes Passos:

amost
Distribuisdo @ Retiramos m amostras aleatérias (AAS com reposi¢do) de
tamanho n dessa populacdo

média

Distribuicio
am;straﬁda L. -
proporgio @ Para cada uma das m amostras, calculamos a média amostral x

Referéncias

© Verificamos a distribuicdo das m médias amostrais e estudamos
suas propriedades

45 /67



Estimagio
pontual e
distribuicSes
amostrais

Introdugdo

Estimagdo

pontual
Propriedades

Erros
amostrais

Distribuices

amostrais
Distribuicdo
amostral da
média

Distribuigdo
amostral da
proporgio

Referéncias

Voltando ao exemplo . ..

Amostra

23 23 23 24 23
24 22 20 20 20
212019 22 25
22 23 2520 22
21 20 22 24 20

23.2
21.2
21.4
22.4
21.4

0.7
-1.3
-1.1
-0.1
-1.1

Frequéncia

r T
210 215

T
220

T
225

Médias

T
230

1
235
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Voltando ao exemplo . ..

Estimagdo
pontual e
distribuicdes
amostrais

Introdugdo

Estimagdo

pontual Do exemplo anterior, temos que u = 22,5, e 0% =3,09

Propriedades

Erros

et Para esta tabela, com m=5e n=5:

Dissibices o A média das médias é px = 21,9
istribuica A . T L

ovestral de e A variancia das médias é 02 = 0,732

média X

Distribuigdo
amostral da
proporgio

Referéncias
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Estimagio
pontual e
distribuicSes
amostrais

Introdugdo

Estimagdo

pontual
Propriedades

Erros
amostrais

Distribuices

amostrais
Distribuicdo
amostral da
média

Distribuigdo
amostral da
proporgio

Referéncias

Distribuicido amostral da média

E se pudessemos retirar todas as amostras com reposicao de
tamanho n = 5 dessa populagdo???

Teriamos que fazer N" = 205 = 3.200.000 amostragens!
Para n =10 = N" = 2010 = 1,024 x 103
Para n =15 = N"” = 20'®> = 3,2768 x 10%°

O computador pode fazer isso, e o resultado é (para n = 15)
o jg =22,5

0 02 ~0,2=02/n~3,09/15

Conclusao:
@ A média de todas as médias é igual 3 média da populagio!

@ A variancia das médias € menor porque a variabilidade entre as

médias é menor!
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Estimagio
pontual e
distribuicSes
amostrais

Introdugdo

Estimagdo
pontual

Propriedades

Erros
amostrais

Distribuicses

Distribuigdo
amostral da
proporgio

Referéncias

Voltando ao exemplo . ..

Veja a figura dist_amostral_idades.pdf

O primeiro grafico é a distribuicdo da populagdo original
O segundo grafico é a distribuicdo de 1000 médias, calculadas a
partir de 1000 amostras de tamanho 5 (m = 1000 e n = 5)

Os demais graficos mostram a distribuicio amostral de 1000
médias calculadas com amostras de tamanho n=10e n= 15

Repare que:
o A distribuicdo das 1000 médias se torna cada vez mais préxima
de uma normal, conforme o tamanho da amostra aumenta
o A variabilidade da distribuicdo amostral das médias diminui
conforme o tamanho da amostra aumenta
o A distribuicido amostral tende a se concentrar cada vez mais em
torno da média populacional verdadeira
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Distribuicido amostral da média

T Através do estudo da distribuicdo da média amostral chegamos em
pontual e
distribuicSes

: um dos resultados mais importantes da inferéncia estatistica
amostrais

Introdugdo

Estimagdo
pontual

Propriedades

Erros
amostrais

Portanto, se

Distribuigdes
amostrais 5 _ 5
Distribulse X ~N(p,0%) entdio X ~ N(ug,oz)

média

Distribuicdo
amostral da mas, como

proporgio

- — 2 _ 2
Referéncias ,[LX = ‘LL e UX =0 /n

entdo, a distribuicdo amostral da média amostral X é

2
>_<~N(u,0n>
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Distribuicido amostral da média

Estimagio
pontual e

dintribuices Teorema (Teorema Central do Limite (TCL))

Para amostras aleatérias simples (Xi, Xo, ..., X;), retiradas de uma
populacdo normal com média e variancia o2, a distribuicdo
Estimacso amostral da média X, tera forma dada por

Introdugdo

pontual
Propriedades

Erros 7 — X—u

amostrais

Distribuicses 0/ \/E

amostrais

(i no limite quando n — oo, que é a ditribuicdo normal padréo:
mé

Distribuicdo Z~ N(O, 1).

amostral da
proporgio

Referéncias

@ Se a populagio for normal, entdo X tera distribuicio exata
normal.

@ A rapidez da convergéncia para a normal depende da
distribuicdo da populacdo da qual as amostras foram geradas
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UFPR

Estimagio
pontual e
distribuicSes
amostrais

Introdugdo

Estimagdo

pontual
Propriedades

Erros
amostrais

Distribuigges
amost
Distribuicdo
amostral da
média

Distribuigdo
amostral da
proporgio

Referéncias

Distribuicido amostral da média

Este teorema nos mostra que, para amostras suficientemente grandes
(n > 30), a média amostral X converge para o verdadeiro valor
da média populacional p (¢ um estimador ndo viesado de p)

Além disso, a varidncia das médias amostrais 0)2? tende a diminuir
conforme n — oo (é um estimador consistente)

Estes resultados sugerem que, quando o tamanho da amostra
aumenta,

independente do formato da distribuicdo da populacio original,

a distribuicio amostral de X aproxima-se cada vez mais de uma
distribuicdo normal, um resultado fundamental na teoria de
probabilidade conhecido como Teorema Central do Limite
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urpr Distribuicdo amostral da

Estimagdo
pontual e
distribuicdes
amostrais

Introdugdo

Estimagdo
pontual

Propriedades

Erros

amostrais Exemplo computacional — veja a figura dist_amostrais.pdf

Distribuicdes

amost
Distribuicdo
amostral da
média
Distribuigdo
amostral da

proporgio

Referéncias

53 /67



urpr Distribuicdo amostral da média

Estimagio
pontual e
distribuicSes
amostrais

croducs Em palavras, o teorema garante que que para n grande, a distribuicdo
el i . i
Eetimacdo da média amostral, devidamente padronizada, se comporta

pontual

o segundo um modelo normal com média 0 e variancia 1.
e

Erros
amostrais

Pelo teorema, temos que quanto maior o tamanho da amostra,
istribuicSes P . ~
amostraiy melhor é a aproximacéo.

Distribuicdo
amostral da
média

DEprEyS Estudos envolvendo simulagdes mostram que, em muitos casos,

I'd . o
P valores de n ao redor de 30 fornecem aproximacdes bastante boas
para as aplicacdes praticas.

Referéncias

54 /67



UFPR

Estimagio
pontual e
distribuicSes
amostrais

Introdugdo

Estimagdo
pontual
Propriedades

Erros
amostrais

Distribuigges
amost
Distribuicdo
amostral da
média
Distribuigdo
amostral da
proporgio

Referéncias

Distribuicdo amostral da

Quando calculamos a probabilidade de um valor estar em um

determinado intervalo de valores, podemos usar o modelo Normal,
como vimos anteriormente.

No entanto, quando temos uma amostra, e queremos calcular
probabilidades associadas & média amostral (a probabilidade da
média amostral estar em um determinado intervalo de valores),
precisamos necessariamente usar os resultados do TCL.
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Estimagio
pontual e
distribuicSes
amostrais

Introdugdo

Estimagdo

pontual
Propriedades

Erros
amostrais

Distribuices
amostrais
Distribuicdo
amostral da
média

Distribuigdo
amostral da
proporcio

Referéncias

Distribuicido amostral da média e erros amostrais

Ja vimos que o erro amostral da média é dado pela diferenca entre
X e u, ou seja,

e— X4
Dessa forma, se _
X—p
7/ = ~
a/\/n

entdo a distribuicdo de e também sera normal padr3o, pois

N(0, 1)

%ﬁ ~ N(0,1)

Esse resultado serd fundamental na construcdo de estimativas
intervalares.
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Estimagio
pontual e
distribuicSes
amostrais

Introdugdo

Estimagdo

pontual
Propriedades

Erros
amostrais

Distribuigges

amost
Distribuicdo
amostral da
média

Distribuigdo
amostral da
proporgio

Referéncias

Distribuicido amostral da média

Usando o TCL

Exemplo: Uma maquina de empacotamento que abastece pacotes de
feijdo apresenta distribuicdo normal com média de 500 g e
desvio-padrdo de 22 g. De acordo com as normas de defesa do
consumidor, os pacotes de feijdo ndo podem ter peso inferior a 2% do
estabelecido na embalagem.

a) Determine a probabilidade de um pacote selecionado
aleatoriamente ter a peso inferior a 490 g.

b) Determine a proabilidade de 20 pacotes selecionados
aleatoriamente terem peso médio inferior a 490 g.

c) Como podemos interpretar os resultados dos itens anteriores? O
que é mais indicado para se tomar uma decisdo sobre o
funcionamento da maquina: selecionar um pacote ou uma
amostra?
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Estimagio
pontual e
distribuicSes
amostrais

Introdugdo
Estimagdo

pontual
Propriedades

Erros
amostrais

Distribuices

amostrais
Distribuicdo
amostral da
média

Distribuigdo
amostral da
proporgio

Referéncias

Distribuicido amostral da média

Usando o TCL

Exemplo: Uma pesquisa com 12000 estudantes mostrou que a
média de horas de estudo por semana foi de 7,3 horas, com
desvio-padrdo de 4,2 horas. O tempo de estudo ndo apresenta
distribuicao normal. Com isso calcule:

a) A probabilidade de que um estudante exceda 8 horas de estudo
por semana.

b) Dada uma amostra de 45 estudantes, a probabilidade de que o
tempo médio de estudo exceda 8 horas por semana.

c) Dada uma amostra de 45 estudantes, a probabilidade de que o
tempo médio de estudo seja igual ou superior a 7 horas por
semana.
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Plano de aula

Estimagdo
pontual e
distribuicdes
amostrais

Introdugdo
Estimagdo
pontual

Propriedades
Erros
amostrais

Distribuicdes
amostrais

Distribui;dio
il @ Distribuicdes amostrais
Distribuigdo
amostral da
proporgio

e @ Distribui¢do amostral da proporgdo
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UFPR

Estimagio
pontual e
distribuicSes
amostrais

Introdugdo

Estimagdo

pontual
Propriedades

Erros
amostrais
Distribuicdes
amost
Distribuicdo
amostral da
média

Distribuigdo
amostral da
proporgio

Referéncias

Distribuicido amostral da proporcao

Muitas vezes, o interesse é conhecer uma proporgao, e ndo a média
de uma populacio.

Suponha que uma amostra de tamanho n foi obtida de uma
populagdo, e que x < n observa¢des nessa amostra pertencam a uma
classe de interesse (ex.: pessoas do sexo masculino).

Dessa forma, a proporcdo amostral

X namero de sucessos
p = - = -
n total de tentativas

€ o “melhor estimador” para a proporcio populacional p.

Note que n e p sdo os pardmetros de uma distribuicdo binomial.
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Distribuicido amostral da proporcao

Estimagio
pontual e
distribuicSes

sis? Exemplo: em 5 lancamentos de uma moeda considere que o evento
amostrais

“cara” (C) seja o sucesso (“sucesso”’ = 1; “fracasso” = 0). Um

S possivel resultado seria o conjunto {C, C, R, R, C}. A propor¢do
ntroducio i

i s amostral seria

stimacsio

pontual

Propriedades . X namero de sucessos 3
Erros p=—-= . =-=0,6
et n total de tentativas 5

Distribuicdes

amostrais
Distribuicdo
amostral da

media Exemplo: em uma amostra de 2500 eleitores de uma cidade, 1784

amostral da

| deles eram favoraveis a reeleicdo do atual prefeito. A proporcio
proporgio
Referéncias amostral é entdo

. X _ namero de sucessos 1784
P = T otal de tentativas 2500

= 10,7136
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Distribuicido amostral de uma proporcao

Estimagio
pontual e
distribuicSes

: A distribuicdo amostral de uma proporgao é a distribuicio das
amostrais

proporcdes de todas as possiveis amostras de tamanho n retiradas de
uma populacio

Introdugdo

Estimagdo
pontual

Ver figura dist_amostral_proporcoes.pdf:

Propriedades

Eren @ Uma moeda é lancada n = 10 vezes, e a proporcio de caras é
smestrais registrada

Distribuisses

e o Esse processo é repetido m = 10, 30,100, 1000, 10000 vezes
Sttt

média

Distribuiste Com isso, concluimos que:

proporgio i » .
. o A média das proporcdes para m — oo tende para a verdadeira

proporcio populacional p = 0,5

@ A distribuicdo amostral das proporc¢des segue
aproximadamente uma distribuicdo normal
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Distribuicido amostral de uma proporcao

Estimagio
pontual e
distribuicSes
amostrais

Através do estudo da distribuicdo amostral da propor¢io, chegamos
——— aos seguintes resultados

Estimalgso ] E(ﬁ) = MUp =
pontua

A N 1—
Propriedades ° Var(p) — 0.2 — p(1—p)
Erros P n
amostrais

2l e Ou seja, p € um estimador ndo viciado e consistente para p.
amostrais
istribuics
amostral de
média

Assim, a distribuicdo amostral de p sera
Distribuigdo

amostral da
proporgio

1-—
Referéncias ﬁ ~ N <p, l)(np)>
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Estimagio
pontual e
distribuicSes
amostrais

Introdugdo
Estimagdo

pontual
Propriedades

Erros
amostrais

Distribuices
amostrais
Distribuicdo
amostral da
média

Distribuigdo
amostral da
proporgio

Referéncias

Distribuicido amostral de uma proporcao

Note que o erro padrao de p serd

o ~ p(l—p
EP(5) = /Var(5) = 1/ L2
Assim, usando o TCL, podemos mostrar que a quantidade

,_ P-p
p(1—p)

n

~ N(0,1)

segue uma distribuicdo normal padrdao com média 0 e varidncia 1.

Quando n3o conhecemos p, usamos p = x/n como estimativa para
calcular o erro padrio.
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A normal como aproximacio da binomial

Estimagio
pontual e

distribuicses Sob determinadas condicdes, podemos usar a distribuicdo normal
amostrais . ~ . . - . .
como aproximacado da distribuicdo binomial.

Introdugdo

Se X for uma VA binomial com pardmetros n e p, ent3o

Estimagdo
pontual

Propriedades

X —np
Erro: e y—————
amo:trais np(l - p)
Distribuices
amostrais Z ~ .
Distbuisto sera uma VA normal padrdo, Z ~ N(0,1), desde que as seguintes
amostral a

midia condi¢des sejam satisfeitas:
Distribuigdo
amostral da e np Z 5

proporgio

Referéncias [+ n(]_ — p) Z 5

Dessa forma, podemos calcular probabilidades para uma VA binomial,
aproximadas por uma distribuicdo normal com média p =np e

desvio-padrdo o = /np(1 — p).
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