UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARANA
SETOR DE CIENCIAS EXATAS
DEPARTAMENTO DE ESTATISTICA

APOSTILA DA DISCIPLINA
INFERENCIA ESTATISTICA |

CURSO DE ESTATISTICA

Prof. Paulo Ricardo Bittencourt Guimaraes

1° SEMETRE DE 2002



PLANO DE ENSINO

Fichan® 2
Disciplina: Inferéncia Estatistica | Cddigo: CE209
Turma : A Curso : Estatistica - 8 periodo

Professor responsavel: Paulo Ricardo Pré-requisito: CE203+CE205+CM008
Bittencourt Guimaraes

Programa:

| - Conceitos Basicos

1.1. Definicao de Estatistica, Populacéo alvo, Amostra aleatéria, estatistica e
momentos amostrais. 1.2. Amostragem da distribuicdo normal: distrib@cides
quadrado, t dStudent e F d&nedecor, principais resultados.

II - Suficiéncia
2.1.Definicdo de estatistica suficiente. 2.2. Teorema da Fatoracdo. 2.3. Familia
exponencialiniparamétrica.

lIl - Propriedades dos Estimadores Pontuais

3.1. Estimacao pontual: definicdo elgtimador e estimativa. 3.2. Definicdo de
Consisténcia, desigualdade Tehebychev. 3.3. Definicdo de Erro Médio Quadratico e
estimador ndo-viciado.

IV - Métodos de Estimacao
4.1. Método da Maxima Verossimilhanca. 4.2. Método dos Momentos. 4.3.
Método dos minimos Quadraticos.

V - Propriedades Otimas dos Estimadores
5.1. Definig@o de estatistica completa e estatistica 6tima. 5.2. Teorema de
Lehmann-Schefféestimador UMVU. 5.3. Invariancia na locagéo e na escala.



Referéncias Bibliograficas:

1. Mood, A.M., Grayhill, F.A.,Boes, D.C. (1974)ntroduction to the theory of
Statistics. 3 ed. New York: McGraw Hill

2. Hogg & Craig — Introduction to Mathematical Statistical.
3. Bickel, P. J., Doksum, K.A. — Mathematical Statistics, Holden Day Inc.
4. Kreyszig, E. (1970). Introductory Mathematical Statistics. John Wiley & Sons.

5. Rohatgi, V.K. (1976). An Introduction to Probability Theory and Mathematical
Statistics. John Wiley & Sons



INDICE

| CONCEITOS BASICOS.....ooiiiiieeecte ettt ettt s et ane e 5
1.1 INTRODUGAD. ...ttt ettt ettt sn e ST
1.2 NOCOES DE POPULACAO E AMOSTRA. .....cvveveeeeeeeeee e, 6
1.3 ESTATISTICA : MOMENTOS AMOSTRAIS......coeoieieeeeeeceemeee e 7
1.4 AMOSTRAGEM DA DISTRIBUICAO NORMAL.......c.coveveevereereeeevemeeeeennns! 9

I SUFICIENCIA ..ottt ettt te ettt ete et e s aseetestesee s mmmmmmnmen s 12
7 B 1N 270 5 1007\ N 12.....
2.2 DEFINICAO: ESTATISTICA SUFICIENTE:........coiiiieeeree e 13
2.3 TEOREMA DE NEYMAN-FISHER OU TEOREMA DA FATORIZACAOQ..15
2.4 FAMILIA EXPONENCIAL UNIPARAMETRICA ........cooveeiieieeeeeveceeeeeee 18
2.5 FAMILIA EXPONENCIAL K-PARAMETRICA........cviveieeeeriereeeeeemsie e 19

[l MODELOS PARAMETRICOS........coviiiuiiieiieeiee e 20Q...
T 0701\ o1 =1 I TS 20
B2 DEFINICOES.......coo oottt ettt et e e 20

IV ESTIMAGAO ... .ottt ettt ettt ee e eee st et eeaseessee e mmmmmmmmn 21
4.1 ESTIMACAO POR PONTO......coiiiiieiteeteeieeee et eee et 21...
4.2- PROPRIEDADES DOS ESTIMADORES PARAMETRICQS................... 22

4.2.1- CONSISIENCIA ....uuuiieeiiiiiiie et e e e e e e e e e e e e e erba e 22.....
4.2.2.- Estimadores NAO-VICIAAQS..........cceuvuiiieiiiiiiiiec et i e 23
4.3 METODOS DE ESTIMAGAQ.........ciiteeeeieeete ettt oo 24
4.3.1 — Método da Maxima Verossimilhanca (Fisher).............ccceevvivieeennnee. 24
4.3.3. — Método dos Minimos Quadrados (Gauss).........cc.evvrererrieemvrrreeeenee. 27
4.4 ESTIMADORES NAO-VICIADOS UNIFORMEMENTE DE MINIMA
VARIANCIA (UMVU) E INTERVALOS DE CONFIANCA .......covovvieeieieeinnns 28
4.4.1 — Estatisticas COmMPIetas.........c.ueeeeieiiiiiiiiiee e 28...

4.4.2 —EStimadores UMVU. .. ... e 29



| CONCEITOS BASICOS

1.1 INTRODUCAO

Latim: INFERENTIA

Ato de inferir (tirar por conclusao).

Admite-se umaproposicdocomo verdadeira, que ndo seja conhecida diretamente,
através da relacdo dela comtrasproposicdega sabidamentgerdadeiras

Casos especiais: Inferéncia Dedutivar(g.
Inferéncia Indutivarfcerta, h4 um nivel de probabilidade envolyido

EXx.:

Dedutiva: Premissa principal - um dos angulos de um triangulo retangulo tem sempre
90°.
Premissa secundarid -€ um triangulo retangulo.
Conclusédo: T tem um angulo de 90° (particulageral)

Indutiva: 10 sementes sdo plantadas, deseja-se saber quantas dar&o floresebrancas
guantas vermelhas. H4 um nivel de probabilidade envolvido para cada flor
(cor) (geral- particular).

A ESTATISTICA

OBJETIVOS PRINCIPAIS

a) Planejar o processaimostral e experimental;
b) Obter inferéncias sobre a populacao;
c) Estabelecer niveis de incerteza envolvidos nessas inferéncias.



1.2 NOCOES DE POPULACAO E AMOSTRA

DEF.1: POPULACAO ALVO é a totalidade de elementos que estdo sob dis@issao
das quais se deseja informacao.

EXEMPLO 1:- Suponha que se tenha armazenado num depésito 10 milhdes de
sementes de flores das quais sabe-se que produzem flores brancas e vermelhas. Os 10
milhbes de sementes é a populacdo e deseja-se a informacdo: “quantas destes 10
milhGes de sementes produzem flores brancas ?”.

DEF. 2: AMOSTRA ALEATORIA: Sejam as variaveis [XXz, ... ,Xn] que téma
densidade conjuntaf, , . (%,X,,..,X;,) que fatora nas densidades marginais
seguintes:

(0 = T, s X000 X0) = 1y ()T, () B (X))

com f(.) sendo a densidade comum a todag.asntdo (% X, ... ,Xp) € definida como
amostra aleatdria (a.a.) de tamanho n da populacdo com densidade f (.).

Nota: Um valor especifico da a.a;;X.;X, € denotado porixxs;...Xn.

No exemplo das IGementes, pode-se ter:
flor - branca— valor 0O
- vermelha- valor 1

X; =0 se branca
1 se vermelha

Assim, uma a.a. (n =50) pode ser=x0; x=1; ...; 0=0

EXEMPLO 2:- No exemplo tomado, pode-se associar 1 a flor branca e 0 a flor
vermelha, entdo existe um numero associado a cada elemento da populagdo. Se
amostragem de sementes é feita de tal forma que as var&vels, ... X, séo
independentes e tém a mesma densidade a amostra € dita aleatoria.

DEF. 3: POPULACAO AMOSTRADA: Seja [X X», ... ,X,] a.a. da populagido com
densidade f (.), entdo esta populacdo € chamada populagdo amostrada.

Resultados com base na a.a. s6 séo validas para a populagdo amostrada, a renos que
populacao alvo seja a populagcdo amostrada.



EXEMPLO 3: Suponha que um sociélogo deseja entender os habitos religiosos dos
homens com 20 anos de idade em certo pais. Ele extrai uma amostra de homens com 20
anos de uma grande cidade para estudar. Neste caso tem-se:

* Populacéo alvo: homens com 20 anos do pais;
» Populacdo amostrada: homens com 20 anos da cidade grande amostrada.

Entdo ele pode fazer conclusdes validas apenas para os elementos da grande cidade
(populacdo amostrada), mas pode usar o0 seu julgamento pessoal para extrapolar os
resultados obtidos para a populacao alvo, com muita cautela e certas reservas.

EXEMPLO 4:- Um pesquisador agricola est4 estudando a producéo de certa variedade
de trigo em determinado estado. Ele tem a sua disposicdo 5 fazendas, espalhadas pelo
estado, nas quais ele pode plantar trigo e observar a producéo. A populacdo amostrada,
neste caso, consiste das producdes de trigo nestas 5 fazendas, enquanto a populacgéo alvo
consiste das producgdes de trigo em todas as fazendas do estado.

1.3 ESTATISTICA : MOMENTOS AMOSTRAIS

DEF. 4 ESTATISTICA:

Uma estatistica € uma fungéo das variaveis observaveis, e é por si propria uma variavel
observavel que ndo contém qualquer parametro desconhecido.

n

2%

EXEMPLO 5: Seja a a.a. [X X2, ... ,Xn]. A médiaamostral x = “L— é uma
n

estatistica.

EXEMPLO 6: Sejaav.a X ~N(u, 06?) comuea?’ desconhecidos, entdo yNao

€ estatistica porque ndo é observavel, é funcdo do parametro
desconhecidq.

EXEMPLO 6: Seja uma v.a. com distribuiciojNg?). Quais sdo Estatisticas?

a) X2-p d) X-4
X 3
b) G2 e) X - logX

c) X3



DEF.5: MOMENTOS AMOSTRAIS
Seja [X, X2, ... Xl uma a.a. da densidafigx). Entdo, ck-ésimo moment@amostralé
definido por:

n

1 K
My == X
o= Z .
OBS1Sek=1 M=X = EZ X, (médiaamostral)
n&
E, ok-ésimo momentamostral em torno d& ¢ definido por

1 0 - K
M= = (Xi - X )
OBS 2 Momentos amostrais sdo exemplos de estatisticas.

RESULTADO 1:
Seja [X%, X2, ... X;] uma a.a. da populagdo com densida@dg. Entao, a esperanca do
k-ésimo momentamostral € igual ak-ésimo momento populacional, isto é:

EMy) = = E(x)
e também,

V(MY = S[EK™) — [E0¢)*] = [iac— (597] , s€ M existe.

EXERCICIO 1 : Prove o resultado anterior.

DEF.6.: VARIANCIA AMOSTRAL

Seja [X, Xa, ... Xp] uma a.a. da densidadg(x), entdos® = 1 Z (X —?()
4=

2 é

definida como varianciamostral.

OBS: Tanto $ quanto M = 62 medem a disperséo da amostra, contG@onselhor que
G 2 porque E(§ = my, = 0% enquanto E(M) = E(G?) # m, = ¢°

RESULTADO 2: Seja [%, X2, ... X;] uma a.a. da densidafigx), que tem média e
variancia finitac®, ent&o :
_ _ 2
EM=p e V(x)=a’ :GT

EXERCICIO 2: Prove o resultado 2.

RESULTADO 3: Seja [%, X2, ..., Xn] uma a.a. da densidatigx) e sejas® a variancia
amostral, entdo

B =c’e V(D = 1@.14 _Nn=3544
n n-1 [
EXERCICIO 3: Prove a primeira parte do resultado 3.
8



1.4 AMOSTRAGEM DA DISTRIBUICAO NORMAL

RESULTADO 4: Sejai a médiaamostral da a.a. [XXa, ... ,X;] da distribuicaan
(1,09). Entdox N (u,0%/n).

Uma v.a. X é normalmente distribuida se $g é dada por:

fx(x) = fx(x;p,0) = =e2 ,He XOR,0>0

REVISAO: FUNCAO GERADORA DE MOMENTOS
by (1) = E(€")
SejaY=ax+b> Y, (t)=€"y,(at)
Wy (1) = E(ET)
Sejam as v.a’'s X e Y. Elas serédo independentes se e somente se:

. XY (t,t,) =W, (tW, (t,)

EXERCICIO 4: Prove o resultado 4.

DEF. 7: DISTRIBUICAO QUI-QUADRADO ?)

1 Ef b iy o
E X2 e?2 x>0, entdo X é dita ter
M) 20

distribuicaoqui-quadrado com graus de liberdade, ondeé um inteiro positivo.

Se X é uma v.a com densidadgx) =

OBS..SeX~x2 0O EX)=v e V(X)=2%
RESULTADO 5: Se as v.a'sXj, i = 1,2,..., n sdao normais e independentemente

n -_ .
distribuidas com média, e variancias >, entéo a v.aU = Z %% ~ X2,
4H o

EXERCICIO 5: a) Prove o resultado citado na observacdo anterior.
b) Prove o resultado 5.

RESULTADO 6 : Se [3, 2,...,Z,] € uma a.a. de uma distribuigd@0,1), entao :
9



() z~N(0.%)
(Ilz e z(z —z) sao independentes

(|2(Z -2~ x%

COROLARIO : Ses? = %Z (x. —x)? é a varianciamostral de uma(j,0?), entao
n-14

(n—- 1)s
o’

U=

tem uma dlstrlbun;ao(n -

EXERCICIO 6: a) Prove o resultado 6.
b) Prove o coroléario do resultado 6.

DEF. 8: DISTRIBUICAO [
Se a v.a X tem a densidade abaixo, entdo X € definida como uma v.a com distfibui¢ao
comv; eV, graus de liberdade.

T
X)= _2/ X>
f(x) = rBLBLELH%LE N 0

RESULTADO 7: Seja U uma v.a com distribuic&b comv; graus de liberdade e seja

U
V uma v.ax? comv, graus de liberdade, v.a's independentes. Ent&o Hﬂv.vé"—l tem

U2

distribuicdoll comv; ev, graus de liberdade.

COROLARIO : Se [X, X2, ... ,%n+1] € uma a.a. de tamanho m + 1 de uma populacéo
N(M,,02) e se [, Ya,..., Yneg] € uma a.a. de tamanho n +1 de uma populagéo

N( uy,oj) e se as duas amostras sao independentes, ent&o :

m+1 _ n+l _ n _
(X _X)2 v _y)2 (% _X)Z/m
U= ——=Xm V=5~ X7  tal que T———— ~ D
Z(yi ~y)*/n

EXERCICIO 7: a) Prove o resultado 7
b) Prove o coroléario do resultado 7.

RESULTADO 8: Seja X uma v.a entao :

U0, 7

v,>2 e V(X )—21)2(U 2~2)

0% 0.0,-2%0, -4 "

EXERCICIO 8: Prove o resultado 8.
10



CARACTERISTICAS DA DISTRIBUICAO F

i) Distribuicdo Assimétrica,

i) Depende den en para sua caracterizacao;
iii) H4 uma relac&o entig e Ry t% = Ruy

iv) Esperanca e Variancia

2n*(m+n-2)

n
1
V) Fl-oo(m;n): Fa (n:m)
APLICACOES

- Analise de Variancia (ANOVA)
- Teste de Homogeneidade de Variancias

DEF.9: DISTRIBUICAO “t” DE STUDENT

A distribuicdo "t" estuda os casos de pequenas amostras (n<30) e/ou quando se
desconhece a variancia populacioms).(Assim, faz-se necessario estirsamatravés da
estatistica & funcdo da a.a. X...Xn.

O Teorema do Limite Central mostra que a distribuighaostral da média tem
distribuicdo N(i; 6°/n), quandm é grande. Logo, a estatistica Z

Z XM N(0:1)

o

7
Agora, se usarmos a estatistiéa8 for pequeno, Z ndo ter4 mais distribuicdo Normal.
Qual ser&era entdo a nova distribuicdo?
O estatisticoW.S.Gosset (The Probable Error of Mean" Biometrika, 1.908), sob
pseudbnimo dé&tudent, obteve uma distribuicdo exata para nova estatistica, denotada
por 't"de Student:

< -
t= 7“ : & umestimadotimparcialde g®.

Jn
Esta distribuicdo € definida pela razdo entre uma v.a com distribuicdo Normal ®adréo

. o . Z
a raiz quadrada de uma v.a com distribuiQan-quadrado, ou seja, X ==, com Ze

N

11



U independentes. Desta forma X tem distribuicdo “t" $Sident com f.d.p:

(=0 +D/2 1 1
QTR
20 0

~ A
RESULTADO 9: Se Z ~n(0,1) e U ~%, e sdo independentes, entdo X—U=—~t\,.

N

EXERCICIO 9: Prove o resultado 9.

RESULTADO 10: Se X é uma v.a com distribuicgo éntéo:
EX)=0eV(X)=——, v >2.
v-2

EXERCICIO 10: Prove o resultado 10.

Algumas funcdes geradoras de momento (f.g.m.):

01) Normal
My(t) = d* %) N©0:1) & My(t) = o2z EE)

02) Qui-quadrado
1 [

03)t deStudent
Nao existe!!

04) F deSnedecor
N&o existe!!

Outros resultados:

2 Bernoulli ~Binomial

2 Poisson ~PoissorE (\)

2 ExponenciakGamma (nj)

Il SUFICIENCIA

2.1 INTRODUCAO

CONCEITO
Dada uma populacdo com f.p. ou f.d.p pertencente a clas$&{x[0 ) ; 6 0 ©} onde

12



© é o0 espaco paramétrico, @stimador ou uma estatistica, T =4%,....X,), pode ser
interpretada como o procedimento destinado a retirar da a.&z,(XX,), informacéo

sobre o valor desconhecido do param8trasta estatistica existindo, é chamada de
suficiente par®. Assim uma estatistica suficiente permite um resumo das informacdes
trazidas pela amostra, ou seja, resume os dados sem perder nenhuma informacao sobre o
parametrd®. Portanto, conhecida uma estatistica suficiente, os dados da amostra passam
a ser irrelevantes, pois nada mais dizem s@biiearam exaustos quando se calculou a
estatistica T suficiente.

2.2 DEFINICAO: ESTATISTICA SUFICIENTE:

Seja [%, Xz, ... X;] uma a.a. da populacdo com f.p. ou f.d.p na class¢fk(x(0); 6
[0 ©}; uma estatistica T € suficiente p&ae e somente se a distribuicdo de,(Xs ,...
Xn) condicionada por T=t ndo dependeB¢gdeara qualquer que seja o valor t do

dominio de T.

EXERCICIOS :
1) Seja [ %, X2, X3] uma a.a. de uma populacdo de Bernoulli com pararetro

a) A v.a.X; é discreta ou continua? Por qué?
Xi~b(1;8) O fx(x)=08*(1-8)"", lgn(X)
Discreta, pois seu dominio € um conjunto enumeravel finito.

b) Qual o espacamostral da amostra; XX, ; X3?

S=2=2=8
S ={(0;0;0); (0;0;1);...;(1;1;1)}

c) Qual a distribuicdo darob. conjunta de [X X2 ;X3]?

Fxioxn (-i0) = (3, ) () =
e“u.e)*“e“u.e)k“.e“mfe)k“:eiﬁufe)miﬁ

d) Qual o espacamostral dé?
0={6:0<6<1}

e) Seja a estatistidax2 X, representando ¢ me sucessos do conjuntorde
observacgdes. Qual a distribuicdo da v.a. T?

)
13



Prove através da f.g.m.
Bern. = M(t) =0 + (1-8)¢'
Bin.= My(t) = [0 + (1-0)€]"

f) Qual aprob. de ocorréncia do resultado{xs;...;xn.} condicionado a T=t?
3 Xi

P[X1:X1,...,Xn:Xn/T:t] _
P[T=1] B

PX/T=t] = P[X1=Xq;... Xp=X/T=t] =
p2*(1-9)"2* 1
= O

jEe-or

g) A Est. T=2x; é suficiente para (estima&’y

1

o "N
als

Como Pk/zx; = 1] = 40 depende dé, entdo T é ume&ESTATISTICA

SUFICIENTE!

2) Na situacao do exercicio anterior, seja&™; + Xa.

a) Qual a distribuicéo de T?

T ~b(2:6)

b) A estatistica T é suficiente?

P[X1=X1,X2=X2,X3=X3/ X1+ X 3=1]
Px/T=t] = P[T=1] =

_e X1 (l_e )1—Xle X2(1_e )1— Xze t—Xi(l_e )l—(t—X1) B

m% t(l_e )2—t
ils

e X2+t (1_9 )3—(2+t) e X2 (1_9 )1—x2
- 20 - 0
Hgie-ey als

3) INSPECAO POR AMOSTRAGEM: Uma maquina produz n itens sucessivamente.
Cada item produzido é bom com probabilid&@de defeituoso com probabilidaded]-
onde 6 € um parametro desconhecido. Suponha que ndo ha dependéncia entre
qualidade dos itens produzidos e S¢ja 1 se d-ésimo item é bom &; = 0 em caso

14
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contrario.

a) Qual a distribuicdo de probabilidade daX;&
b) Qual a distribuigéo de probabilidade da v.a =X, ?

c) Determine a distribui¢gdo conjunta de’= [X 1, Xa,..., Xp).

d) Verifique se a estatistica TZ X, é suficiente par8.

4) No contexto do exercicio 1, verifiqgue se a estatistica §X& X X3 é suficiente para
estimarf, seguindo a seqiéncia de itens seguinte:

a) Qual o contradominio da v.a S ? Relacione os eventos e o contradominio de S.

b) Calcule P (X=x1,X,=X2,X3=X3) para todos os 8 termos j[X,,X3]. Construa

uma tabela que mostre tudo que é pedido.

c) Calcule P(S=0), P(S=1) e P(S=2), ou seja, determine a distribuicdo de
probabilidade de S, P(S=s). Construa uma tabela que mostre os valores.

d) Calcule a distribuicdo conjunta @€’ = [X1,X2,X3] condicionadaa S = s.

e) Qual a conclusdo que se pode tirar sobre S ?

5) Seja [%, Xz,..., XpJuma a.a. de uma populacd®Pgnde6d > 0. Mostre diretamente

que ) X, é uma estatistica suficiente p@raespondendo os itens :

a) Av.aX; é discreta ou continua ? Por qué ?

b) Escreva af.p. da va.

c) Escreva a f.p. conjunta pasa’ = [X1, Xa,..., Xq].

d) Calcule a probabilidade conjunta &g, condicionada a T =t.

e) O que se conclui sobre TZ X .

2.3 TEOREMA DE NEYMAN-FISHER OU TEOREMA DA FATORIZACAO

Seja uma a.a. [XXy, ... ,X;] de uma distribuicdo f(8), 6 [0 ©. A estatistica TX) é
suficiente par® se e somente se existe fungéo @jtdefinida para todo t e para toélo
[0 O, e hiK) definida em Rtal que :

P(X.6) = g(T(X).8).h(X)

Exemplos:
01) X; ~Bernoulli @); amostra = [xx2,X3]. T=2X é suficiente?

15



fg()},e) =:E|13f(x1,6) =Me~*(1-6)"" =0 2*(1-0)>*" =ﬁ?—eﬁw.(1—e)3

% %ﬁ (1-9) depende damostra penas atneé s de
Fh(x

) =1lindependaled, assim T éuficiene

02) X; ~N(6;0?), -0 < 0 < +00, 62 conhecido.

1 x-6

1
fx(x)zﬁe ()2

Pelo teorema tem-se:

( ) ﬂrc (xe)2 %ﬁﬁ z(xe)“

Mas 2 (X-8)? = Z[(X- X )-(8 -X)]? = Z[(X- X )?-2(X-X )(8 -X )+(6 -X )=

= 5(X-X)%2Z(X-X )(8 -X )+Z(6 -X )’= Z(X- X )*+n(6 -X )?
Lty o) =L gwm e

-g(t 0).h(x;;....x,) =
210

00X é uma estatistica suficiente para

EXERCICIOS:

1)PROCESSO DE POISSON
Suponhaque as chegadas de n consumidores em um servico sejam contadas
seguindo um Processo de Poisson com parametro de cleedaejaX; o tempo de
espera até a chegadaidisimo consumidor.
a) Qual a distribuicdo do tempo de esp¥r&
b) Escreva de maneira formal a f.d.p daX;a

c) Escreva af.d.p da vX& usando a funcéo indicadora I, que vale 1 quando X >0 e
0 em caso contrario (contradominioXig

16



d) Qual a funcao densidade conjunta da a.a.XX....X,) da populacdo X ~E (8)
?

n
e) Verifique se a estatistica T 2 X, é suficiente par®, usando o Teorema de

Neyman-Fisher.
2) Seja ( %, Xy, ... ,Xy) a.a. de uma populacdo com f.p2 ().

a) Escreva af.p. da variavel aleatéria X.

b) Escreva a f.p. da v.a X, usando a funcéo indicadora | (que descrevera
contradominio de X).

c) Qual af.p. conjunta da a.a. [ Xaz,...,Xn] ?

d) Determine usando o teoremaleyman-Fischer a estatistica suficiente [fara

3) Seja [X, Xa,...,Xn] uma a.a. de uma distribuicBd0, 8%), 0 <8 < co.

a) Escreva af.d.p da variavel aleatoria X.

b) Escreva a f.d.p da v.a X usando a variavel indicadora | para o seu dominio.
c) Qual a funcao de densidade conjunta da a@XpX.. Xn]?

d) Qual a estatistica suficiente p&a&

4) Seja [X, Xaz,..., Xj] uma a.a. de tamanho n de uma distribuicdo geométrica com
parametrd®, (30).

a) Escreva a f.p. da variavel aleatdxia

b) Escreva a f.p. da varidvel aleatoXag usando a variavel indicadora para o seu
contradominio.

c) Qual af.p. conjunta da a.a.{(Xo,..., X,)?

d) Determine a estatistica suficiente para estiinar

5) Seja [%, X2,...Xn] uma a.a. de uma distribuicéb [0, 6].

a) Escreva a f.d.p da variavel aleatdria X.

b) Escreva a f.d.p da v.&; usando a variavel indicadora | para o seu
contradominio.

c) Qual a funcao densidade conjunta da a.gX¢.. Xn]?

d) Determine a estatistica suficiente para

6) Seja [%.X2,....X1] a.a., ondeX; é uma v.a i.i.dn(y,o ?), com ambos os parametros
desconhecidos. Sefa'=[W,0 7.

a) Escreva a f.d.p da variavel aleatdxia
b) Escreva a f.d.p da variavel aleat@dausando a variavel indicadora | para o seu
contradominio.
c) Qual a funcéo de densidade conjunta da a@Xg¢X..Xn)?
17



d) Determine usando o T. ddeyman-Fischer a estatistica suficiente pda=
[0 7.

2.4 FAMILIA EXPONENCIAL UNIPARAMETRICA

Uma v.a. enR possui distribuicdo da familia exponenaiaiparamétrica se a sua f.p.
ou f.d.p é da forma f(0) = exp{c(B)T(X) + d®) + S(X)}.Ia(x), ondeb [ O, intervalo
aberto d&R e o conjunto A = {xIf(x(B) > 0 } é independente d&

EXEMPLO 1 :A distribuicdo binomial, b(®), pertence a familia exponencial, pois :

f(x(8) = @% “f1-0)" = gexp@n@%r xIn@ +(n- x)In(l—e)%lN*(x)

>

1
DII%DII
pa

17

+xIn@ +nin(1-8)- xIn(l—e)% In (X)

%:% x|n1?_e + nIn(l—G)% (%)

[

= [ﬂ(ln%+nln(1 9)+In§% (%)

@ H T TSk
EXEMPLO 2: A distribuicdoU [0, 6] ndo pertence a familia exponencial, pois :

fx(x)=91 &X<

Pas
>

2
4T 035

oo o230 S

=
k>
|
Do O I
X

fx(x) = exp{-InB} ndo corresponde a forma de familia exponencial, uma vezoque
limite na extremidade b depende@ie

Se [X, X,...X,] € uma a.a. de uma populacdo com f.p. ou f.d.p da familia exponencial,
entdo a estatistica X] € uma estatistica suficiente p@raelo Teorema de Fatorizacéo.

EXERCICIOS:
1) Seja [%, X2,...Xn] uma a.a. de uma distribuicdo norm&}.,0) com p fixo e
conhecido.
a) Escreva a funcdo densidade de probabilidade conjunta.
b) Escreva a f.d.p conjunta na forma da familia exponencial.
c) ldentifique as funcdes @), T(x), d®) e Sk).
d) Qual a estatistica suficiente p&a

2) Suponha [X, X,,...X; uma a.a. de uma populacdo com uma das seguintes
densidades. Ache a estatistica suficiente facama fixo, e identifique o), T(x),
d(®) e SK).

a) Beta@,l1)
b) Weibull(®,a)
c) Paretto §,a)
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2.5 FAMILIA EXPONENCIAL K-PARAMETRICA

A familia de distribuicGes {2 6 [ ©} € dita familia exponencial com k pardmetros ou
k-paramétrica, se existem as funcdes de valorcieal,..., ck € d@), e aindaly, T,,...,

Tk funcdes de variavel real, e também S, definidas BmuRn conjunto A1 R" tal que

a f.d.p (ou f.p.) de fpode ser escrita na forma :

p(x.6) = Eexpﬁ ¢ O)T. () +d@) + sm% (0
0 2

e pelo Teorema da Fatorizacéo o va) = [T1(X),..., Tk(X)]’ é suficiente par®'= (64,
0,,...,06k ).

EXERCICIOS :

1) Seja ( %, Xz,...,Xp) uma a.a. de uma distribuigﬁ@,oz), ondef = Duzg
O

a) Qual o espaco paramétrico do parameétfo

b) Escreva a f.d.p d¥;.

c) Escreva af.d.p conjunta da amostra.

d) Escreva a f.d.p conjunta na forma da familia exponencial.
e) Qual a estatistica suficiente p&&

2) Seja (%,X2,...Xn) uma a.a. de uma distribuichda,), onded = %E € o vetor de
O

parametros.

a) Qual o espaco paramétrico @€

b) Escreva af.d.p davX.

c) Escreva a f.d.p conjunta da amostra.

d) Escreva a f.d.p conjunta na forma da familia exponencial e identifj(f)e
Ti(x), d®) e SK).

e) Qual a estatistica suficiente p&a
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Il MODELOS PARAMETRICOS

3.1 CONCEITO

Quando se usa a designag@wamétricq o significado do termo € o de que a forma da
f.p. ou f.d.p da v.a. foi especificad@@ori e ndo é postam questacAlém disto tem-se
que:

» as inferéncias dizem respeito a um namero finito de parametros;
« as inferéncias dependem da forma especificada para a f.d.p. ou f.p.

3.2 DEFINICOES

1*) Espaco paramétrico® é o conjunto de todos os valores que o paran@epode
assumir.

2%) Uma parametrizagcdo é chamadantificAvel quando para parametros diferentes
tem-se f.d.p’s ou f.p’s diferentes ou seja fara 6, tem-seR, # R, .

EXEMPLO 1
No modelo X ~N(8,067), 0 parametr® possui o espaco paramétri®c= {6 [ [ R}.

EXEMPLO 2
O modelo X ~N(W,0%) tem o parametrd®’ = [W,0%] com espaco paramétrid® =

{(1,0%) B0 << -, >0}

EXERCICIOS

1) Uma gedlogo mede os didmetros de um grande numero, n, de seixos em um leito de
um riacho. Consideracdes tedricas o conduz a acreditar que o logaritmo do didmetro
da pedra possui distribuicadp,0?). Ele deseja usar suas observacées para obter
alguma informac&o sobgee 6% mas ndo tem conhecimento nenhum da magnitude
dos dois parametros.

a) Escreva se o modelo a ser usado pelo gedlogo é paramétrico ou ndo e o porqué.
b) Escreva o espaco paramétrico do paranetro (u,02).
c) Sabendo-se que uma parametrizacdo € chamadarddicavel quando par®;
# 0, tem-se f(x,0;) # f(x, 6,), escreva se a parametrizacdo do modkelo
identificavel.

2) Seja [X, Xa,...Xn] n determinacdes de uma constapte(fisica). Um modelo
sugerido para a v.X; é X; = py+g , i = 1, 2,..., n, ondg pode ser considerado como
erro de medida (instrumento, pessoa, etc.). A constante fisica é conhecida na Fisica
como o verdadeiro valor. As condi¢des paIsao :
12) A distribuicao de; € independente de;
22) A distribuicdo de; € simétrica e continua em torno de O ;
3®) Osg; sao identicamente distribuidos ;
42) g € independente dgpara izj ;
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52) & ~N(0,0%);
62) o° é conhecida (variancia da populacéo).

Pede-se:

a) O modelo é paramétrico?

b) A parametrizacao é identificavel ?

c) Supondo que o instrumento de medida seja viciado para o lado positivo por 0,1.
A parametrizacao é identificavel ?

d) Supondo que o instrumento de medida seja viciado, mas com lvicio
desconhecido. O modelo € identificavel ?

e) Qual o espaco paramétrico @ledesconsiderando as suposic¢des dos itens;c e d
desconsiderando somente o item d e ndo desconsiderando item nenhum ?

3) O nimero de ovos postos por um inseto segue uma distribuicdo de Poisson com
mediaA desconhecida. Uma vez botado, cada ovo tem uma chance descophecida
de chocar e o0 ato de chocar um ovo é independentba@mento dos outros. Um
entomologista estuda o conjunto de n de tais insetos, observando ambos o nimero de
ovos botados o numero de ovos chocados para cada ninho.

a) modelo é paramétrico, por qué?

b) Escreva o espaco parameétrico do paramatm.(

c) A parametrizacdo é identificavel ?

d) Qual a expresséo da funcéo distribuicdo de probabilidade correspondente a cada
uma das v.a’s envolvidas no estudo ?

IV ESTIMACAO

4.1 ESTIMACAO POR PONTO

A estimacdo pontual (por ponto) consistira simplesmente em, a falta de
melhor informacéo, adotar a estimativa disponivel como sendo o valor do par@metro.
idéia é, em sua esséncia, extremamente simples, porém a qualidade dos resultados ira
depender fundamentalmente da conveniente escolhestttnador. Assim, dentre os
variosestimadores razoaveis que poderemos imaginar para um determinado parametro,
devemos ter a preocupacdo de escolher aquele que melhor satisfaca as propriedades de
um bomestimador.

Considere a familia das f.d.p. ou f.pfx(x,0)|600©}. Pode ocorrer do
experimentador necessitar selecionar um membro desta familia como sendo a f.d.p. ou
f.p. da variavel aleatéria X. Isto €, ele necessita de uma estimativa por ponto do
parametrd. Seja [X, X,....X,] uma a.a. da distribuicdo que tem como f.d.p. (f.p.) um
membro da familid fx(x,0)|0C]@}. Nosso problema é definir umestatisticaT(X) de
maneira que [X X,...X;] sdo os valores experimentais observados, entdo o numero
T(X) € uma boa estimativa pontual@le

21



EXEMPLO :
Seja [X%, Xz,...Xn] uma a.a. da distribuicdo com f.d.p. .

f(x)=0*1-8)"* x=0,1

A estimativa TK) =x= 1 Z X, € um borrestimadordo parametr® .
n&

4.2- PROPRIEDADES DOS ESTIMADORES PARAMETRICOS

4.2.1- Consisténcia

DEF. 1 Um estimadoiT,(X) é consistentgara estimar o parametéoquando, a medida
gue, se aumenta o tamanho n da.@onsegue-se uma maior precisdo na estimativa
ou seja, pard,(X) = T(x1,Xz, ..., Xn) € UME, real positivo arbitrariamente pequencs n

n' tem-se Pg-€ < T, < B+&)>PB-€ < Ty < 6-€). Assim umestimadorT,(X) é dito
consistentese,

limP(T,0]<g)=1 Oe>0

DESIGUALDADE DE TCHEBYCHEV

V(X)

)\2

V(X)

)\2

PIX-E(X)| = \] < OA>0

P[X — E(X)| <A] = 1- OA>0

EXERCICIO 1:

Prove que a médi@amostral,x, de uma a.a. de uma populacéo (distribuicdo) com média
U e variancias” é estimador consistente do parametro

TEOREMA DAS CONDICOES PARA CONSISTENCIA DE UM ESTIMADOR

As condicfes gerais para consisténcia deestimador sao:
« limE[Ty(X)] =6

+ i V[T{(X)] = 0

sao suficientes para que a estatisig®) sejaestimador consistente do paraméiro

EXERCICIO 2
Verifigue aplicando as condi¢gbes dadas no teorema anterior e tambénteito de
convergéncia em probabilidade osstimadores seguintes sao consistentes .

a) X ~N(W,0%), To(X) = X comoestimador deu (parametro meédia populacional)

(Xi _;()2
b) X ~ N(W,09), TW(X) == == comoestimador de” (parametro variancia

populacional).
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X2
c) X ~R(6°) DistribuicdoRayleig,Tn(x) = 'ZZ— para o parametré’
n
2"
d) X~T(4,18), Ty(X) = ':4— comoestimador dé.
n

4.2.2.- Estimadores Nao-viciados

DEF. 2: Quando estimamos o paramefr@u uma funcdo do parametrofy(usando
comoestimador a estatisticaX), ondeX’ = [X1, Xp,...Xn] € uma a.a., temos que uma
medida do desempenho dstimador pode ser dada peloo médio quadratico

R(®,T) = E[TX) - q@)]

Que pode ser colocada na form® R} = V(T(X)) + %(8,T), onde B(6,T) é o quadrado
do vicio doestimador para o paramefio

EXERCICIO 3

Prove que o erro médio quadratico, definido acima como a esperanca do quadrado do
desvio da estatistica em relacdo ao parametro, pode ser decomposto na forma acima
especificada.

E importante observar que:

* A variancia V(TK)) mede como os valores deXlj(estdo dispersos em torno do
centro E(TK)), isto define grecisdoda estatistica.

* O vicio b(TP) = E(TX) — q®) mede quanto e em qual diregcdo o centro da
distribuicdo de TX) (valor esperado) esta fora do verdadeiro val@y, igto define a
acuriciada estatistica.

DEF. 3 Se a estatistica X)) que estima o parametrof)€é tal que R{,T) = V(T(X)),
entdo TK) € chamado destimador nado viciadde g@).

DEF. 4 Dados osestimadores ) e SK) do parametro &), S(X) seraestimador
inadmissivel de ) se R, T) <R@,S)16 0 ©.

EXERCICIO 4:
Suponha qu& seja uma a.a. de tamanho n de uma populagfc?) e considere os
(Xi _;()2
estimadores dos parametfos 02, respectivamenta e 6= =
n

a) Calcule o valor da esperanca e variancixde

b) Calcule o vicio e o erro médio quadraticoxle
c) Calcule o valor da esperanca e variancia tle
d) Calcule o vicio e o erro médio quadraticoafe

23



EXERCICIO 5:

Suponha que [¥X2, ...Xn] Seja uma a.a. de uma populagie).
a) Verifique se @stimadorx do parametr® é n&o viciado.

b) Existe algum outrestimador ndo viciado paée? Qual ?

EXERCICIO 6:
Suponha que [%X2, ...Xn] seja uma a.a. de uma populacao@®)(1,

a) Verifique se cestimadorx do parametr® (proporcdo de sucessos) é ndo-viciado.

(Xi _;()2
b) Verifiqgue se oestimadors’ = == do parametras® = 6(1-0) (variancia

populacional) é nao-viciado.

EXERCICIO 7:

Suponha que [¥X», ...X,] seja uma a.a. de uma populagéip,c?). Determine um
estimador suficiente, ndo-viciado e consistente para cada um dos pardmetods
(considere os casos geeonhecido ou nao).

EXERCICIO 8:

Suponha que [¥Y2, ...,Y,] seja uma a.a. de uma populacéo,®(1Determine um
estimador suficiente, ndo-viciado e consistente para cada um dos parjmembse

0= nB(1-6) que correspondem a média e a variancia da v.a. Y que conta o nimero de
sucessos nessas n provas Bernoulli.

OBS. Uma propriedade fundamental destimadores é a suficiéncia que foi abordada
anteriormente e outra fundamental é a da eficiéncia ou variancia minima que seré
vista adiante.

EXERCICIO 9:
Descreva as quatro propriedades fundamentais dstmadores: suficiéncia,
consisténcianao-tendenciosidade e eficiénogstimador de variancia minima).

4.3 METODOS DE ESTIMACAO

A evolucdo da Estatistica através do tempo provocou O aparecimento de varias
metodologias para construcaoeftimadores de parametros.

4.3.1 — Método da Maxima Verossimilhanca (Fisher)

Este método foi desenvolvido por Fisher a partir de uma idéia original de Gauss.

Sejaaa.ax’ =[X1,Xy ...X,] de uma populacao (distribuigao), cofmi.i.d., e com f.p.
ou f.d.p. pertencente a familiaxp) 6 J © e se deseja estimar o paramétré funcéo
conjunta pX,0) representa a probabilidade (ou a f.d.p.) de ocorrer o0 ¥&tofX 1,X>,
....Xn], quando o valor do parametr®€Assim poderiamos fixar a amosKae procurar
o valor deB que maximiza a probabilidade de ocorrer esta amgstra
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DEF. 5: O estimadorf (X) é oestimador de maxima verossimilhanca (EMV) @je
quando pX, GA(X)] =max p¥,0) 06 0 O.

EXEMPLO 2

Suponha qué pode assumir os valores 1 ou 0 e queBp@& dada pelo quadro abaixo:

X 6 |0 1

0 0,3 0,6
1 0,7 0,4
S 1,0 1,0

* O estimador EMV dé quando x =0 @A(x) = 1, porque maximiza a probabilidade
de x = 0 ocorrer (0,6);

O estimador EMV dé quando x = 1 @A(x) = 0, porque maximiza a probabilidade
de x = 1 ocorrer (0,7).

DEF.6: FUNCAO DE VEROSSIMILHANCA

A funcdo p6,X) é chamada de funcdo de verossimilhanca quando na funcédo da
distribuicdo fixamos o valor d¥ e fazemos variaB, de forma que L_X\,GA(X)) =

p(X,6 (X)) = max{p(X,6 (X); 08 0 &} = L(X,6 (X.6)).

CALCULO DO ESTIMADOR DE MAXIMA VEROSSIMILHANCA

Para determinar o EMV do parame@basta achar o valor deque maximiza a fungéo
p(X,0), fixado X. Como a funcdon(p(X,0)) é ndo decrescente (monotona crescente),

maximizar pK,0) € o mesmo que maximizan[p(X,0)]. Assim, se o EMVO existe,

orn p(x,8)]

deve verificar = 0, uma vez que se supde que exista derivada parcial em

relacéo &.

EXERCICIO 9

SejaX’ =[X1,Xy, ...Xn] uma a.a. de uma distribuicéo i,

a) Escrevaaf.p.dav.X;;

b) Escreva a distribuicdo (conjunta) da amostra;

c) Escreva a fungéo de verossimilhanga da a.a.;

d) Qual o valor d® que maximiza a funcao de verossimilhanca ?

OBS. Nem sempre é possivel achar o EMV por derivada, entdo temos que analisar
funcao (funcdo ndo-crescente).

EXERCICIO 10
Seja a v.a. X Y(0,8), ondeB € um parametro positivo e desconhecido. Determine
EMV de®.

EXERCICIO 11:

Seja X 0 numero de consumidores que chegam em um Servi¢co e que sao observados por
hora, em n horas. Se as chegadas formam um Processo de Poisson, e ohee

0 representa o numero esperado de chegadas em uma hora ou equivalentemente, a taxa
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de chegadas. Na préati6aé desconhecido e nés desejamos estima-lo, usando os valores
observados de X (amostra). Determine o EM\Ade

EXERCICIO 12

Seja X uma caracteristica fisica de interesse que segue a distrib{igf). Suponha
que ndo se conhece os paramefr@so?, e se deseja estima-los com base no conjunto
de observacoes’ = [X1,Xy, ...Xy]. Determine ogstimadores EMV destes parametros.

4.3.2 — Métodos dos Momentos (K. Pearson)

Seja uma a.&’ = [X1,Xz, ...X;] de uma populagdo com f.p. ou f.d.p. dependendo de

00

parametro$,,0,, ... 6. Os momentos ordinarios da populagao- J’xi f (X, 01,62, ...

B)dx , se existirem, sdo fungdes dos k parametyesf(6,,06,, ...6¢) j=1,2,3, ....
n XJ
Considere, também, os momentos ordinarios da amosﬁm,ﬂ%ﬁ]— =123, ...,

forme o sistema de equacoes:
M; =m=1(8.6 ...6¢) j=1,2,3, ...

e admita que tem solucéo unicéj,(xl,xg, .o Xp) j = 1,23, ... k. Entéo, estds

estimadores, solucdo do sistema de equacdes, siimadores dos parametros pelo
Método dos Momentos.

OBS. Os estimadores obtidos pelo Método dos Momentos sdo em geral consistentes
possuem distribuicdassintotica Gaussiana, porém ndo asgintoticamente mais
eficientesdo que ogstimadores de maxima verossimilhanca.

EXERCICIO 13:
Seja X' = [X1,X2, ...X;] amostra aleatéria de uma populacdo Bernoulli, Oip(1,
Determine aestimador d® pelo Método dos Momentos.

EXERCICIO 14
SejaX’ = [X1,Xz, ...X;] amostra aleatoria de uma populad¢geo,). Determine os
estimadores dos parametros pelo Método dos Momentos.

EXERCICIO 15
Considere n sistemas com tempos de fxlha [X1,X», ...Xp]. Assumindo que as v.a’s
Xi séo i.i.d. com distribuicag(0), determine:

a) Oestimador d® pelo Método dos Momentos;
b) Umestimador d® diferente do anterior;

¢) Um estimador da probabilidadeXR¢ 1);

d) Um estimador da probabilidadeX?€1).
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4.3.3. — Método dos Minimos Quadrados (Gauss)

Toda observacao aleatéria pode ser escrita na forma do modelo
Yi=0i(01,02 ....6) +& 1=1.2, ..., n,

onde a primeira parcela correspondeade sistematicalo modelo e a segunda parcela
€ a parteestocasticaAs fun¢desy, sédo conhecidas e os nameros réaiy, ... ,0x séo
desconhecidos (parametros), podendo variar liviemente no counta®. A parte
estocastica; deve satisfazer pelo menos aproximadamente as seguintes restrigdes:

e géumav.a.comEj=0 i=1,2,..n
« & é uma v.a. com variancia constanteg) o i=1,2, ... ,n
* Os errog; sdo nao-correlacionadaxv(g, €j) = 0.

O método consiste em estinfapeloestimador que minimiza a Soma dos Quadrados do

Erros (residuos): SQR E(Y‘ - i(81,82, ....0))* = Zef
1=1

1=1

Osestimadores de minimos quadradd® obtidos resolvendo o sistema de equacdes:
0 ¢ :
el - —0.(0)]°=0 =1,2, ...,k
8 Zl[y. 9,0)] j

Estas equagdes sao denominadasgdecdes normais.

EXERCICIO 16
Seja 0 modelo linear especificado pr= 6, + 6,X; + & Determinar oestimadores de
minimos quadrados dos paramefge 6,, com base em n observaco¥s K).

EXERCICIO 17
Resolver o exercicio anterior considerando um modelo genérico com p parametros e
> p observacgfes. Assuma o tratamento matricial.

EXERCICIO 18

Foram tomadas n = 9 amostras de um solo (canteiros) que foram tratadas com diferentes
quantidades X de fosforo. Seja Y a quantidade de fésforo presente em sementes de
plantas, de 38 dias, crescidas nos diferentes canteiros. Os dados estao abaixo.

a) Determine as estimativas dos paramefios 0, da reta de minimos quadrados com
gue se pretende fazer a regressao de Y para X;

b) Determine a estimativa de maxima verossimilhanca do coeficiente de cornelacéo
que mede a associagdo entre X e Y, assumindo que Y e X tém distribuicdo
Gaussianas.

c) Desenhe um esboc¢o do Diagrama de Dispersao entre X e Y.

27



4.4 ESTIMADORES NAO-VICIADOS UNIFORMEMENTE DE MINIMA
VARIANCIA (UMVU) E INTERVALOS DE CONFIANCA

4.4.1 — Estatisticas Completas

A uma estatisticd ,(X), ndés podemos acrescentar ao conceiteufieiéncia(devidoa
Fisher) o conceito deompletitude(devido aLehmann eScheffé) e afirmar que ek
umaestatistica 6tima

DEF.7: Familia completa de densidadesSeja [%,X, ....,Xy] uma a.a. da densidade
f(.,8) com espaco paramétrid®, e seja T = K) uma estatistica. A familia de
densidades de T é definida como completa se e someligzé€)] = 00 6 0 ©
implica emPg[z(T)=0] = 10 6 00 © , onde z(T) € uma estatistica. E, também, uma
estatistica é dita ser completa se e somente se sua familia de densidades € completa.
DEF.8 Uma estatisticd,(X) é dita ser completa se a funcéao de valor reB|(¥{) =

g(T) definida na variacdo de T que satisfaz a equaggoTy =0 6 0 © € a funcéo
g(T) =0.

EXEMPLO : Seja [%,X>, .... Xp] uma a.a. de uma distribuicdo Bernoulli, Bj1A
estatistica T = X— X, ndo é completapois B[X1-X;] =0 06 0 ©, mas X — X, ndo
€ 0 com probabilidade 1.

EXERCICIO 19

a) Considere o exemplo anterior e a estatisticall %, . Seja z(T) uma estatistica que

é funcédo de T E4[z(T)] =00 6 O ®. Prove que T € completa, mostrando que z(T) =
Oparat=0,1, ... ,n.

b) Seja [%,X2, .... Xp] uma a.a. da distribuicdo U@), onde® = {6 |6 > 0}. Mostre
que a estatisticagy € completa.

TEOREMA DE RAO-BLACKWELL

Seja [%, X2, .... X;] uma a.a. da densidade@y,,e seja §= 5(X), S = (X), ... &=

s«(X) um conjunto de estatisticas conjuntamente suficientes. Seja a estatistiZg T = t(
um estimador ndo-viciado de@)( Defina T’ por T' = E[T|2,S, ... &], entao:

* T’ é uma estatistica e € uma funcéo de estatisticas suficiergs.S5;

 E5[T']=q(0), isto € T’ é unestimador ndo-viciado de@)(

o Vo[T] <V(T)OBOOe WT]<V(T) para algumb a menos que T sejaiguala T’
com probabilidade 1.

EXERCICIO 20
Prove o resultado enunciado acima.
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EXERCICIO 21
Seja [%, Xz, .... Xj] uma a.a. da densidade Bernoulli, B1E, seja X umestimador de

g(8)= 6 que serd assumido como T X)(ho Teorema d&ao-Blackwell. Z X; € uma

estatistica suficiente pafa assim usar-se-a S% X; COmMO 0 conjunto de estatisticas
suficientes (de um elemento). Entéo, de acord_i) com o TeoreRaodBlackwell T'=
E[T|S] = E[Xﬂi X; ] € umestimador ndo-viciado d&com variancia ndo maior do que
adeT=X. Mo;tre que a variancia de T’ € menor que a variancia del = X

TEOREMA DA FAMILIA EXPONENCIAL PARA ESTATISTICAS
SUFICIENTES E COMPLETAS

Seja {R|I®6 O ©} uma familia exponencialk-paramétrica dada por @) =
{exp[ici @)T; (x)+d@)+S(X)]}! o(x). Suponha que a variagcdo de= [ci(0),cx(0), ...

,ck(0)] tenha um interior ndo-vazio. Entax) = [T1(X), T2(X), ... ,Tk(X)] € uma
estatistica suficiente e completa .

EXERCICIO 22
Seja [%, X2, ... X»] uma a.a. de uma populacéquid’) onde os parametros sdo

n n
desconhecidos. Mostre que a estatiskiea = [Z Xi, Z X 2] é suficiente e completa.
=1 =1

4.4.2 — Estimadores UMVU

TEOREMA DE LEHMANN-SCHEFFE

Se TK) € uma estatistica suficiente e completaX) $ umestimador nao-viciado de
q(0), entéio T(X) = E[SK)|T(X)] & umestimador UMVU de &). Se W(T (X) <c 00
0O, T(X) é o tniccestimador UMVU de ).

Podemos usar o Teoremaldshmann-Scheffé na busca @stimadores UMVU de dois
modos:

 Se n6s podemos achar uma estatistica uma estatistica da ford3| il (que
h[T(X)] seja umestimador ndo-viciado de &)( entdo h[TK)] € UMVU para q0).
Porqué, isto é verdade ?

e Se nb6s podemos achar alguestimador ndo-viciado Xj de @), entédo
E[SX)|T(X)] € UMVU para g0).
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EXERCICIO 23
Seja [%, X2, ... Xs] uma a.a. de uma populacéqud’) onde os parametros sdo
desconhecidos. Determine @stimadores UMVU da e 0°.

EXERCICIO 24
Seja [%,X2, ... X5l uma a.a. de uma populagg®) onde o parametr® é desconhecido.

a) Escrevaaf.d.pdav.y;

b) Escreva a f.d.p. da v.&; na forma da familia exponencial;

c) Escrevaaf.d.p.daa.a.;

d) Escreva af.d.p. da a.a. na forma da familia exponencial;

e) ldentifique alguma estatistica suficiente e completa para e€ijmar

f) Determine unestimador UMVU par®.

EXERCICIO 25

Seja [%,X2, ... X5l uma a.a. de indicadores de provas binomiais com probabilkddele
sucesso.

a) Escrevaaf.d.pdavX;;

b) Escreva a f.d.p. da v4; na forma da familia exponencial;

c) Escrevaaf.d.p.daa.a.;

d) Escreva a f.d.p. da a.a. na forma da familia exponencial;

e) ldentifique alguma estatistica suficiente e completa para e§timar

f) Determine unestimador UMVU par®.

EXERCICIO 26
Seja [%,Xz, ... Xn] uma a.a. de uma populaca®Pgom 6 > 0.

a) Escrevaaf.d.pdavX;;

b) Escreva a f.d.p. da v4; na forma da familia exponencial;

c) Escrevaaf.d.p.daa.a.;

d) Escreva a f.d.p. da a.a. na forma da familia exponencial;

e) ldentifique alguma estatistica suficiente e completa para e€ijmar

f) Determine unestimador UMVU par®.
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