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Definicao de um Processo Gaussiano

Uma fungdo Y'(.) assumindo valores y(x), para

x € D C IR?, segue um processo Gaussiano (PG) com
funcdo de média m(.) e funcdo de covaridncia c(.,.),
denotada por

Y(.)~PG(m(.),c(.,.)),

se para todo x1,--- ,X, € IR?, e qualquern =1,2,---, a
distribui¢do conjunta de Y'(x1),---,Y(x,) é Normal
multivariada com pardmetros dados por

E{Y(x)} = m(x) e Cov(Y(x),Y (X)) = e(x,x').
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Estrutura

@ Note que precisamos especificar somente m(.) e

Introdugdo

C(., ), F¢do Correlagdo
Exemplos Correlagdo

@ PG's s3o amplamente usados para modelar
observacdes que sdo tomadas em diferentes posicdes
geograficas (Geoestatistica), por exemplo,
modelagem de PMiy ou CO2 em uma regido, etc.

@ A especificacdo da funcdo de covariancia é de grande
importancia, pois define a suavidade do processo.




Assumindo que x e X’ estio em D, costuma-se definir
¢(.,.) como

c(x,x) = o?p(|| x =X [|; 9),

onde o2 é a variancia de Y(.) para todas as localidades
em D, p(.,¢) é uma fungdo de correlagdo que depende
do vetor paramétrico ¢ e || . || representa a distancia
euclidiana.

Para um dado ¢, p(., ¢) tem que ser uma fungdo positiva

definida.
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Além disso, espera-se que p(., @) tenha as seguintes
propriedades (Diggle & Ribeiro Jr. (2002)):

1. p(.) deve ser mondtona n3o crescente em h;
2. p(h) — 0 quando h — o0;

3. pelo menos um pardmetro no modelo define o qudo
rapido p(h) decai para zero.
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Além disso, espera-se que p(., @) tenha as seguintes
propriedades (Diggle & Ribeiro Jr. (2002)):

1. p(.) deve ser mondtona n3o crescente em h;
2. p(h) — 0 quando h — o0;

3. pelo menos um pardmetro no modelo define o qudo
rapido p(h) decai para zero.

Também podemos querer incluir um pardmetro na fungdo
p(.) que dé alguma flexibilidade para descrever sua forma.
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Sensibilidade PG

. . A . . g . . A.M. Schmid
Seja d a distancia euclidiana entre quaisquer dois pontos W E© éo,_,mc'efcao
em D. As funcdes de correlacio mais usadas na literatura T
sao

Estrutura
. . . ~ . Introdugao
(i) Familia Exponencial Poténcia: Fedo/Correlacso
p(d, ¢) = exp (—(¢ d)l'i)' ¢ >0ekre€ (0, 2], Exemplos Correlagio

(a) k =2 = Gaussiana: B
(b) k=1 = Exponencial:

(i) Matém: p(h; g1 1) = {25 T (k)} (0 6) Kon(h ),
(¢ >0er>0), onde K.(.) é a fungdo de Bessel
modificada de terceiro tipo de ordem k.

o Casos especiais k = 0.5 (Exponencial) e
k — oo (Gaussiana).

e A parte inteira de k controla a suavidade do PG =
Correlagdo gaussiana leva a um processo
infinitamente diferencidvel (suave demais).
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Objetivo (1) Investigar a sensibilidade dos PG's a escolha
da func3o de correlacio
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Considere o seguinte modelo i
Y(X) — ﬂ + Z(X), (1) Estrutura
Introdugdo

F¢ao Correlagdo

ExemEIos Correlaiio

Modelo

onde (3 é um intercepto, e
(Z(x) | 0%, ¢) ~ PG(0,0°p(]| x = x [[; 9)), (2)

com o2 sendo a variancia (comum) de Z(.) e p(.; @)
como antes. Assim temos que cada elemento de ¢(.,.) é
dado por

Sy vy = c(x,x) = o?p(| x =X [|; ).
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fn (y ‘ 0) Modelo

Inferéncia

m(8) m(0?) 7(¢) 1 (6)

N3o é possivel obter qualquer sumdrio da distribuicdo a
posteriori de 8 analiticamente = Utilizamos Markov
Chain Monte Carlo (MCMC).

Objetivo (2) Investigar a sensibilidade dos PG's a escolha
da distribuicdo a priori de 6
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@ Inicialmente, fixamos n = 64 localidades no .
quadrado [0, 5] x [0, 5] (Figura 12); Introdugso

F¢ao Correlagdo

e Fixamos ent3o os pardmetros em 3 =1, 0% =1, )
Exemplos Correlagdo
¢ = 22, Modelo

@ Obtivemos 25 amostras usando a funcdo de
correlagdo exponencial (Figura 13) e (Figura 14) ;

Dado Artificial

@ Para cada conjunto, ajustamos 11 diferentes
modelos, com diferentes especificacGes a priori e
diferentes funcdes de correlacio;

e Mantivemos M = 15 localiza¢des (escolhidas
aleatoriamente entre as 64) fora do procedimento de
inferéncia, para verificarmos a capacidade preditiva
de cada modelo. (Figura 12)

Tabela 1.
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Figura: Verossimilhanga para ¢ e o2 para amostras (a) 1, (b) 3,

10 and (d) 13.
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13.




Tabela: Funcdes de Correlacio e Prioris

Funcdes de Correlacio
Expo.(E), Expo. Pot.(PE) e Matérn(M)

Prioris o2 o K
P1 I1G(2,b) Ga(0.1,0.1) | U(0,2]
P2 I1G(2,b) Ga(0.14,0.17) | U(0,2]
P3 1G(0.1,0.1) I1G(2,0.85) U(0,2]

P4 IG(2,1) | Ga(0.97,044) | 1

PBE - - -
P1 o2 tem variancia a priori infinita e b baseado em

P2
P3
P4

PBE

EMQ;

priori de ¢ baseada na distancia maxima;

priori de ¢ com variancia infinita;

priori baseada nos valores usados para a geracdo das
amostras;

priori sugerida por Berger et. al. (2001), usada
apenas para a funcdo exponencial.
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Priori de Referéncia para 3, ¢, o Sensibilidade PG

(Berger et. al. JASA (2001)) AM. Schmidt

M. F. G. Concei¢do
G. Moreira
IM-UFRJ (2005)

pf(B,0%, ), é da forma

Estrutura

Introdugdo
pR(ﬁ7 0'2, ¢) X p(g)l , S R, com F¢do Correlagdo
(U ) Exemplos Correlagdo

Dado Artificial

1/2
a=1ep(¢) {tr[Wé] - ip(tr[qu])?} 7

onde

B, _
We = <%2¢> E¢1P£e
o . Iy—1 y\—1 y/y—1,
P¢ = I X(XE¢X) XE¢,

(8/8¢)2¢ denota a matriz obtida da diferenciagdo de
24) elemento a elemento.




Comparacdo de Modelos
e DIC (Spiegelhalter et. al. (2002))

DIC =D +pp =2D — D(6),

onde D = E0|y(D) e pp =D — D(6);
@ EPD (Gelfand & Ghosh (1998))

Y
D,=—"_G+P,
Ty 41

n n
onde G = Z(u,« — ymbs)2 e P= Zaf.
r=1 r=1

MT = E(YT,T‘GP | y) € 0—3 = VaT(Y’I"7’I"€p | y)y

@ Capacidade Preditiva

(Y.[Y,0) ~ Nk(pu +¥EHY —p); S, - ST

(YY) ~ Z (Y.|0%).

(MSE), = ! Z(Y(xm-) —YV(xui))? =12,
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Sensibilidade PG

Tabela: DIC para cada um dos modelos e amostras. M.AF'_Mglséznmc':itgao
G. Moreira
IM-UFRJ (2005)
[PIPE | P2PE | P3PE || PIE | P2E | P3E | P4E || PBE || P3M |
12536 | 12525 | 12578 116.04 | 124.99 | 12587 139.77 124.68 125.08 |_
131.93 | 131.25 | 12585 12853 | 130.36 | 132.86 119.76 130.27 132,74 |Fstrutura
130.13 | 124.44 | 109.33 139.18 | 138.52 | 140.81 | 120.608 137.56 139.56 |Introdugio
14872 | 148.30 | 152.17 14819 | 14510 | 149.33 122.28 149.29 15051 [lEcso Correlacio
120.05 | 129.11 | 13059 12855 | 123.51 | 128.92 141.50 127.33 130.22 _
139.45 140.97 141.42 138.52 139.11 140.31 141.26 138.86 120,67 |-xemplos Correlagso
135.14 | 135.86 | 135.11 133.19 | 13540 | 13552 151.96 135.68 137.31 ||Modelo
147.14 | 146.34 | 147.58 146.60 | 146.41 | 148.49 120.09 145.26 147.94
12555 | 124.88 | 117.84 121.03 | 124.86 | 123.27 124.56 124.42 126.76
146.87 | 147.66 | 146.78 145.04 | 146.26 | 147.95 136.15 145.64 147.83
12540 | 140.35 | 138.76 130.95 | 136.95 | 14122 122.09 139.78 140.90
14295 | 138.58 | 143.20 142.66 | 144.23 | 142.78 136.85 143.45 14524
15162 | 152.06 | 153.62 149.85 | 151.30 | 154.49 134.45 150.82 153.22
137.26 | 139.77 | 14093 130.32 | 138.78 | 120.66 140.01 137.37 140.17
138.80 | 140.25 | 140.25 138.65 | 137.28 | 137.31 12256 139.69 139.01
14531 | 149.17 | 150.15 14641 | 140.74 | 150.49 123.26 147.39 149 54
13240 | 12855 | 11553 13256 | 130.74 | 133.74 122.92 131.42 133.18
138.92 | 139.22 | 14045 13837 | 133.48 | 141.08 116.97 138.36 140.22
15124 | 151.62 | 154.22 150.67 | 150.60 | 152.13 116.70 151.06 152.63
14393 | 14424 | 146.74 142.81 | 143.70 | 14653 137.59 143.30 145.71
153.70 | 152.41 | 14959 153.66 | 153.41 | 15587 107.95 152,52 154.95
12874 | 131.30 | 133.25 131.01 | 131.49 | 11353 139.49 131.49 133.38
56.87 08.98 125.88 12510 | 124.95 | 124.79 129.48 123.68 125.95
148.10 | 15041 | 137.61 14991 | 149.02 | 14947 144.94 149.00 150.97
136.81 | 13513 | 92.82 141.07 | 140.96 | 142.07 128.84 139.98 140.87

Para 56% (= 14/25) das amostras P4E foi apontado como melhor. Se PAE n3o fosse utilizada,

P1E e P2E seriam os mais indicados.




Tabela: EPD para cada um dos modelos e amostras.

[ PIPE | P2PE | P3PE || PIE | P2E [ P3E [ P4E ]| PBE ]| P3M
8510 | 78.20 | 14151 7010 | 7386 | 0404 | 02.86 5850 || 8190
6551 | 6830 | 11437 || 6406 | 6765 | 8641 | 48.73 || 61.88 || 77.81
87.60 | 9385 | 167.77 || 7746 | 7631 | 08.04 | 5410 || 7311 89.99
8482 | 8627 | 17629 || 6303 | 8483 | 0003 | 6448 || 8752 || 90.15
6174 | 6517 | 11822 || 57.10 | 5867 | 73.77 | 7959 5817 || 67.45
0837 | 07.86 | 15632 || B81.26 | 8461 | 13044 | 97.00 || 7620 || 99.66
6403 | 6713 | 13085 || 6237 | 6407 | 6840 | 98.79 || 6663 || 68.19
0904 | 0646 | 179.31 86.16 | 0358 | 11702 | 59.70 || 84.88 || 107.02
5462 | 5705 | 12211 5361 | 5464 | 6210 | 57.91 || 53.90 || 60.64
88.73 | 9625 | 176.6 || 83.75 | 8760 | 10636 | 92.00 || 84.06 || 100.16
0745 | 10305 | 16447 || 8739 | 8847 | 11962 | 59.73 || 79.07 || 10258
02.87 | 9377 | 172.26 || 78.92 | 8040 | 11344 | 9258 || 79.87 || 9553
0540 | 10066 | 172.13 || 89.77 | 00.86 | 11120 | 8541 || 92.04 || 103.23
7635 | 8257 | 14346 || 77.97 | 7638 | 10043 | 79.77 || 7259 || 89.61
133.88 | 11449 | 17605 || 10203 | 10031 | 151.77 | 69.80 || 80.40 || 124.47
9922 | 10159 | 20212 || 90.12 | Ol.24 | 11582 | 5499 || 88.20 || 10140
7350 | 7575 | 121.07 || 7400 | 7483 | 11075 | 7598 || 65.05 || 88.98
7608 | 8113 | 15557 || 68.78 | 7001 | 7656 | 5052 || 70.86 || 7848
9428 | 126.70 | 20881 8707 | 8715 | 0641 | 7618 || 9062 || 97.82
84.02 | 8516 | 14056 || 7528 | 770l | 01.04 | 108.72 || 7851 85.58
108.36 | 101.79 | 20407 || 9724 | 0710 | 13033 | 42.60 || 96.79 || 118.01
6305 | 6303 | 12170 || 5017 | 5836 | 6339 | 8502 || 6148 || 6413
60.44 | 6052 | 10448 || 5831 | 57.87 | 8790 | 73.63 5527 || 75.60
10430 | 0024 | 18660 || 89.10 | 89.69 | 109.99 | 107.05 || 89.84 || 108.56
10531 | 11806 | 17670 || 89.65 | 88.14 | 11533 | 65.10 || 78.87 || 106.14

P4E 48%. Se P4E n3o fosse usada, para 60% das amostras, PBE seria escolhida.
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O modelo Matérn n3o rodou para as prioris P1 e P2;

Os valores de DIC sdo inconclusivos para algumas
amostras, pp negativo;

Os valores de EPD parecem discriminar melhor os
diferentes modelos;

Em termos de previsdo, as fun¢des de correlagdo nao
diferem muito (previsdes, MSE e MAE);

¢ e 02 sdo altamente correlacionados a posteriori;

Estimacdo de ¢ influenciada pelas unidades do
sistema de coordenadas = afeta estimacdo 02 —

transformar em km via Projecdo Lambert;

A priori proposta por Berger et. al. (2001) parece
fornecer bons resultados;

Sugestdo: antes de ajustar modelo, gerar realizacGes

do PG a partir das prioris e verificar os campos
resultantes.
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Projetos Correntes de Pesquisa Sensibiidade PG

N . A.M. Schmidt
@ Estrutura de covariancia M F G Eovesics
. . . G. Moreira
e espacial univariada IM-UFRJ (2005)

(Schmidt & O’'Hagan (JRSS B, 2003));
e espacial multivariada .
(Schmidt & Gelfand (JGR, 2003)); e
¢3o Correlacdo
° espa(;o—temporal Exemplos Correlagdo
(Sansé e Schmidt (Rel. Técnico DME-UFRJ, 2004) Modelo
+ Tese Doutorado Aline A. Nobre Inferéncia
e — Minicurso SINAPE 2006: Modelando a estrutura
de covaridncia de processos espaciais e
espaco-temporais (com Bruno Sansé, UCSC-EUA)

Estrutura

@ Modelos espaco-temporais inflacionados de zeros
(com Marcus V. M. Fernandes e Helio S. Migon);

@ Modelos para o problema chuva-vazdo (com Romy
Ravines e Helio S. Migon);

@ Desenho de uma rede de estacées monitoradoras
(com Ramiro R. Cardenas e Marco A. R. Ferreira).
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