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e Support Vector Machines sdo baseados no conceito de planos de
decisdo (que definem limites de decis3o);

e Tentamos encontrar o plano que separa as classes no espago de
caracteristicas;

e Em geral, a equacg3do para o hiperplano tem a forma

f(X)=Bo+ B Xi + o Xo+ ...+ X, =0

e Um hiperplano de dimensao p é um
subespaco de dimensdo (p — 1).

e Por exemplo, quando p=2o0
hiperplano é uma linha;

e Se o = 0 dizemos que o hiperplano
passa na origem, caso contradrio n3o.




O que é um hiperplano?

e O vetor 8= (P, b1, -

direcdo ortogonal a superficie do hiperplano;

e Para cada ponto em verde, podemos definir hiperplanos ortogonais ao

vetor 3;

=)

,Bp) é chamado vetor normal. Ele aponta a

BiXi+B2

BiX+B,X,~6=0,

B=(B1.B2)
{ BiXi+B;X,-6=16

~6=-4 / L
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Separando as classes

e Como vimos anteriormente, de um lado do hiperplano a fun¢io assume
valores positivos e do outro negativo;

e Assim, se f(X) = 8o+ f1X1+ ...+ BpXp, entdo f(X) > 0 para ponto
em um lado do hiperplano, e f(X) < 0 para pontos do outro lado;

X1 Xy

e Note que se codificarmos como Y; = +1 os pontos em azul, e Y; = —1 os
pontos rosa, entdo Y; - f(X;) > 0 para todo i.

e Mas, em meio a tantos hiperplanos possiveis, qual escolher?
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e Dentre todos os hiperplanos, buscamos aquele que apresenta maior
distancia entre as margens das duas classes (seria a largura do corredor);

e Veja que n3o nos interessa a distancia de todos os elementos x;. Basta
dos que estdo préximos ao hiperplano (estes serdo os vetores de suporte).

Problema de otimizacao com restricao

argmax M, sujeito a Zf:1 ,Bf =1, e
Bo,B1;--+:Bp

Yi(Bo+Bixi+. ..+ Bpxip) > M,Vi=1: N
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Maximal Margin Classifier @

e Note que a partir de

argmax M, sujeito a yi((x;,3) + Bo) > M,Vi=1:N.
0.8

Podemos reescrever a restricdo na forma
1 .
m%‘((xi»ﬂ) + Bo) > M,¥Vi=1:N (que apenas redefine f3p).

Ou equivalentemente,
Yi({(xi,8) + Bo) = M||B||,Vi=1:N.

e Tomando, arbitrariamente, 8]l = & chega-se em

argmax sujeito a yi({x;,3) + o) > 1,Vi=1:N.

m
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e Utilizando a técnica dos Multiplicadores de Lagrange chega-se em

N
I8, o) = SIBIE — D el 8) + o) — 11 (1)
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Voltamos ao problema de otimizacao restrita \@/

e Utilizando a técnica dos Multiplicadores de Lagrange chega-se em

N
1
J(B, o, ) = 5 18I = > ailyi((xi, B) + Bo) — 1]. (1)
i=1
e A resolugdo das equagdes % =0e 36—50 = 0 leva ao seguinte problema
(mais detalhes no )

N N N H
1 @ >0Vi=1,...,N
argmax E i — = E E Qjakyiyk(Xi, Xk}, com v
e b2 i=1 k=1 I I I { lN:l aiyi =0

L. " 2T+ =0
e Note que a maximizacao depende

apenas de produtos internos;

e Além disso, o # 0 somente para os
vetores nas margens.



http://www.leg.ufpr.br/~eferreira/CE064/learning-with-kernels.pdf

Perturbacao nos dados @

e A busca por um classificador que separa perfeitamente todas as
observagbes dos dados de treinamento torna-o sensivel a outliers;



Perturbacao nos dados @

e A busca por um classificador que separa perfeitamente todas as
observagbes dos dados de treinamento torna-o sensivel a outliers;

e Mais ainda, o fato de uma observagdo gerar uma dramatica mudanga no
hiperplano sugere a possivel ocorréncia de overfit;




Perturbacao nos dados @

e A busca por um classificador que separa perfeitamente todas as
observagbes dos dados de treinamento torna-o sensivel a outliers;

e Mais ainda, o fato de uma observagdo gerar uma dramatica mudanga no
hiperplano sugere a possivel ocorréncia de overfit;

e Note que adicionado uma observagdo em azul acarreta em uma mudanca
no hiperplano;



Perturbacao nos dados \€

e A busca por um classificador que separa perfeitamente todas as
observagbes dos dados de treinamento torna-o sensivel a outliers;

e Mais ainda, o fato de uma observagdo gerar uma dramatica mudanga no
hiperplano sugere a possivel ocorréncia de overfit;

e Note que adicionado uma observagdo em azul acarreta em uma mudanca
no hiperplano;

e Além disso, em situacdes reais, é dificil encontrar aplicacdes cujos dados
sejam linearmente separaveis (o hiperplano nao existe);
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Support Vector Classifier @

e Diante destes problemas surgiu a ideia de se considerar um classificador
que nao separa as classes perfeitamente, tal que:

* Seja mais robusto a observa¢&es individuais;
* Classifique a maior parte dos dados de treinamento.
e O Support Vector Classifier (ou Soft Margin Classifier) faz isso;

e P. ex. abaixo, os dados 1, 8 e 11 estdo do “lado errado” da margem
(representada pela linha tracejada).
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Support Vector Classifier

e O problema de otimizac3o fica ent3o

argmax M, sujeito a P BZ=1.
j=1"j
BO!BI!"'VBP)EIV"JEH

yi(Bo+ Bixit + ...+ Bpxip) =  M(1—¢)
———

violagdo da margem

n
€ >0, Zﬁi <C
i=1

e Novamente, queremos que a margem M seja a maior possivel,
e C é o tuning parameter (decide o quanto aceitamos errar);
e E ¢ sdo as variaveis de folga:
* Se €, =0, entdo a i-ésima obs. estd no lado correto da margem;

* Se 0 < ¢ <1, entdo a i-ésima obs. estd no lado errado da margem;

* Se €; > 1, entdo a i-ésima obs. estd no lado errado do hiperplano.

10



Variando o tuning parameter, C

e Abaixo, support vector classifier ajustado considerando quatro diferentes

valores de C.
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Variando o tuning parameter, C @

e Abaixo, support vector classifier ajustado considerando quatro diferentes
valores de C.

0 1 2 4 0
X X

e Quando C é grande, temos alta tolerdncia para as observacdes estarem
no lado errado da margem (a margem serd mais larga).

11
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e Neste caso, o desempenho do método n3o é satisfatério. Entdo, o que
fazer? Truque do kernel e a expansao das caracteristicas
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e Voltando ao problema de otimizagdo
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e Voltando ao problema de otimizagdo
N

N N
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i=1

i=1 k=1

e Note que a atualizag3o pelos dados ocorre somente através de (xi, xk). A
ideia ent3o é expandir as caracteristicas x através de fun¢des Kernel
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e Voltando ao problema de otimizagdo
N

N N
arg(rxnax Z Qi — % Z Z Ok Yi Yk (Xi, Xk).-
i=1

i=1 k=1

e Note que a atualizag3o pelos dados ocorre somente através de (xi, xk). A
ideia ent3o é expandir as caracteristicas x através de fun¢des Kernel

K (i, xc) 2 (®(x:), D (xi))

e Por exemplo, considere o espaco de caracteristicas com x; € x2

K(xi,xk) = (1+ <vaxk>)2

= 14 2xpxk1 4 2xi2xk2 + (Xixur ) 4 (Xi2xk2)® + 2Xj1Xk1Xi2Xk2
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Truque do Kernel @

e Voltando ao problema de otimizagdo
N

N N
arg(rxnax Z Qi — % Z Z Ok Yi Yk (Xi, Xk).-
i=1

i=1 k=1

Note que a atualizagdo pelos dados ocorre somente através de (xi, xk). A
ideia ent3o é expandir as caracteristicas x através de fun¢des Kernel

K (i, xc) 2 (®(x:), D (xi))

e Por exemplo, considere o espaco de caracteristicas com x; € x2
2
K(xi,xe) = (14 (xi,xx))

= 14 2xpxk1 4 2xi2xk2 + (Xixur ) 4 (Xi2xk2)® + 2Xj1Xk1Xi2Xk2

e Escolhendo
d1(x) =1,d2(x) = \f2x17 d3(x) = ﬁxz,
bu(x) = x12, ds(x) = X226¢6(X) = V2xi1x
e Temos, K(xj,xk) = (®(xi), P(xk)).
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Truque do Kernel @

e Lembrando que ||x; — xk||> = (xi, xi) + {(xk, k) — 2{x;, xx), abaixo alguns
exemplos de Kernel

* Kernel linear: K(xi,xx) = (xi, xk);

* Kernel gaussiano: K(xi,xc) = exp (—7||x — x«|[?);

* Kernel exponencial: K(x;, xx) = exp (—7||x — x||);

* Kernel polinomial: K(x;,xx) = (p + {xi, xk))%;

« Kemnel hibrido: K(xi,xx) = (p + (xi, xc))? exp (—||xi — xx|[?);
* Kernel sigmoidal: K(x;, xc) = tanh (k{xi, xx) — 9);

e Os pardmetros que devem ser determinados pelo usudrio.

14



Exemplo de aplicacao do Kernel gaussiano @

e Seja x* = (x7,x3,...,X;)" a observacdo do teste;
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< 2
entdo Y-F, (X" — xj)” serd grande;

o K(xi, xx) = exp (—7||xi — x«||*) sera
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Exemplo de aplicacao do Kernel gaussiano

2/

e Seja x* = (x{,X3,...,X;)" a observaco do teste;

e Se x* for distante (disténcia euclidiana) de x; (obs. de treinamento),

entdo Y-F , (x' — X,'j)2 sera grande;

o K(xi, xx) = exp (—7||xi — x«||*) sera
pequeno;

e E x; n3o terd influéncia sobre x*;

e Isto significa que apenas observacdes nas proximidades do treinamento

X,

tem um efeito sobre o rétulo da classe (um comportamento local).

15



Ideia da expansao das caracteristicas

Exemplo 1

e Considere as classes na seguinte situagdo

LR J o 00 0 0 ¢
_
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Ideia da expansao das caracteristicas

@

Exemplo 1

e Considere as classes na seguinte situagdo

L 2 o 00 0 0 ¢
_

e Nio sdo linearmente separdveis. Mas incluindo a caracteristica x» = x?

(expandindo xi) temos

e S3o linearmente separdveis com a nova varidvel!

16



Ideia da expansao das caracteristicas

Exemplo 2

e Temos um padr3o linearmente n3o

separavel;

> dc<-read.table("double_circle.txt")

> plot(dc[,-3],col=c(rep(’blue’,300),
rep(’red’,300)) ,xlim=c(-4,4),
ylim=c(-4,4) ,pch=19,cex=2)

17



Ideia da expansao das caracteristicas

Exemplo 2

e Temos um padr3o linearmente n3o
separavel; ]

> dc<-read.table("double_circle.txt")
> plot(dc[,-3],col=c(rep(’blue’,300),

rep(’red’,300)) ,xlim=c(-4,4),
ylim=c(-4,4) ,pch=19,cex=2)

e Mas, expandindo o espaco torna-se simples a classificacao;
library(scatterplot3d)

> scatterplot3d(dc$x,dc$y,zdc,color=c(rep(’blue’,300),rep(’red’,300)),
pch=19,cex.symbols=1.5)

> scatterplot3d(dc$x,dc$y,zdc,color=c(rep(’blue’,300),rep(’red’,300)),
pch=19,cex.symbols=1.5,angle=0)
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Ideia da expansao das caracteristicas

e Agora, podemos classificar a partir de um plano horizontal.

Ko o0 8
s, 3
% '
Fadls
S
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Ideia da expansao das caracteristicas

> library(e1071)
> dc$label<-as.factor(dc$label)
> dc.svm<-svm(label~.,dc)

> px<-seq(-4,4,0.03); py<-seq(-4,4,0.03)

> pgrid<-expand.grid(px,py)

> names (pgrid) <-names (dc) [-3] b - : : )

> plot(dc[,-3],col=c(rep(’blue’,300),rep(’red’,300)),xlim=c(-4,4),
ylim=c(-4,4) ,pch=19,cex=2)

> par (new=T)
> contour (px,py,array(predict(dc.svm,newdata=pgrid) ,dim = c(length(px),

length(py))),col=’purple’,lwd=5,levels=0.5,drawlabels=F,
xlim=c(-4,4),ylim=c(-4,4))
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Ideia da expansao das caracteristicas @

Exemplo 3

e Suponha que utilizemos (X1, X2, X2, X2, X1.X2), ao invés de (X1, X2);
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Exemplo 3

e Suponha que utilizemos (X1, X2, X2, X2, X1.X2), ao invés de (X1, X2);

e A fronteira de decisdo ficard

Bo + BiXi 4 BaXT + B3Xo + BaX5 + Bs X1 Xo =0

e Que continua linear para essas novas
variaveis;
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Ideia da expansao das caracteristicas @

Exemplo 3

e Suponha que utilizemos (X1, X2, X2, X2, X1.X2), ao invés de (X1, X2);

e A fronteira de decisdo ficard

Bo + BiXi 4 BaXT + B3Xo + BaX5 + Bs X1 Xo =0

e Que continua linear para essas novas
variaveis;

e Mas, conduz a decisdo ndo linear no 2
espago original.

e Se fosse um polindmio cubico
sairiamos de 2 para 9 varidveis!
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Exemplo: Heart data set @

e O objetivo é utilizar 13 preditores (p. ex., age, sex e chol) a fim de
prever se o individuo tem ou n3o doenca cardiaca;
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Exemplo: Heart data set @

e O objetivo é utilizar 13 preditores (p. ex., age, sex e chol) a fim de
prever se o individuo tem ou n3o doenca cardiaca;

e Vamos comparar, através da curva ROC, o desempenho do Support
Vector Classifier frente 3 Andlise de Discriminante Linear (ADL);

21



Exemplo: Heart data set

f
|

-

%

e O objetivo é utilizar 13 preditores (p. ex., age, sex e chol) a fim de

prever se o individuo tem ou n3o doenca cardiaca;

e Vamos comparar, através da curva ROC, o desempenho do Support

Vector Classifier frente 3 Andlise de Discriminante Linear (ADL);

e E Support Vector Classifier vs Support Vector Machine com kernel

gaussiano (variando v - utilizando os dados de treino);
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Exemplo: Heart data set
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e O objetivo é utilizar 13 preditores (p. ex., age, sex e chol) a fim de

prever se o individuo tem ou n3o doenca cardiaca;

e Vamos comparar, através da curva ROC, o desempenho do Support

Vector Classifier frente 3 Andlise de Discriminante Linear (ADL);

e E Support Vector Classifier vs Support Vector Machine com kernel
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e No gréfico da direita, note que n3o temos uma compara¢do muito justa,

pois quanto maior y mais complexo é o modelo (e melhor o ajuste);
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Exemplo: Heart data set

e Agora, com os dados de teste, o comportamento da curva ROC é um
pouco diferente;
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Exemplo: Heart data set

e Agora, com os dados de teste, o comportamento da curva ROC é um
pouco diferente;
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e Note que, embora nos dados de treino (grafico anterior) LDA e SVC
comportavam-se de modo semelhante, no teste SVC se mostrou superior;



Exemplo: Heart data set

e Agora, com os dados de teste, o comportamento da curva ROC é um

pouco diferente;
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e Note que, embora nos dados de treino
comportavam-se de modo semelhante,

e E SVM com v = 107! apresentou um
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(grafico anterior) LDA e SVC
no teste SVC se mostrou superior;

pior desempenho;
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Se temos mais de duas classes? @

e O SVM como definido funciona para K = 2 classes. O que fazemos entio
se temos K > 2 classes?
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Se temos mais de duas classes? @

e O SVM como definido funciona para K = 2 classes. O que fazemos entio
se temos K > 2 classes?

* One versus All (OVA):

— Ajusta-se K diferentes classificadores de
duas classes, f(x), k=1,...,K;

— Cada classe versus o restante;

— Classifica x™ para classe na qual fi(x*)
for maior.

* One versus One (OVO):

— Ajusta-se todos os (';) classificadores,
fa(x);

— Classifica x™ para a classe que vencer a
maioria das competicSes duas a duas.
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