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Introducao

e Regressio linear é uma das mais simples ferramentas de aprendizagem
supervisionada;

e Em particular, é util na predicdo para resposta quantitativa;

e Além de ser uma abordagem inicial para métodos mais elaborados
(veremos adiante);

e Matematicamente, podemos escrever a relacdo linear entre X e Y como
Y = fo+ /1 X (1)

e [y e (1 serdo estimados.



Introducao

e Os dados utilizados referem-se ao Advertising data set;

* Y = Sales de um particular produto em 200 lojas;

* X = investimento em publicidade na TV, Radio e newspaper de

cada loja.
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Introducao

e Em regressdo queremos responder questdes como:

*

Existe relacdo entre investimento com publicidade e vendas de
determinado produto?

* Qudo forte é essa relagio?

* E uma relagdo linear, quadratica etc?

*

Qual midia mais contribui para o aumento nas vendas?
* Existe uma sinergia entre elas?

* Qu3o precisa sdo as estimativas?



Introducao @

Descrevemos (1) como a regressio de Y em X; Por exemplo, podemos
estudar a relagdo entre TV e Sales

Sales = 3o + f1x TV
e (o e 1 representam o intercepto e o coeficiente angular do modelo;
e Na pratica, £y e 1 sdo desconhecidos;

e Entdo, antes de utilizar a Equaggo (1) para fazer predi¢do, precisamos
estimar os coeficientes;

e Utilizamos os dados de treinamento para encontrar 3y e (1.

9= fo+ Pix (2)



Introducao

e De forma geral, o modelo de regressio linear pode ser escrito como

Y—X3+¢

com

yi 1 X1 x2 ... xip Bo €1

V2 1 X1 X2 ... X B1 €2

b . . 9 . e b

Yn 1 Xl Xn2 ... Xnp 5p €n

nx1 nX(p+1) (p+1)x1 nx1
em que

* Y é a variavel dependente. Representa as n respostas;
* X as variaveis independentes (em colunas);
* (3 vetor de pardmetros (desconhecidos);

* € vetor de erro.



Interpretacao geométrica da regressao linear @/

e A variagdo de um especifico y; em torno da média é dada por (yi — ¥).

e Somando e subtraindo y temos

Vi=9)=0-9+i—-9).

e Elevando ao quadrado e somando em i, obtém-se

n n

D= = G-I Y- 9)

i=1 i=1

SQT SQR SQE

e Reescrevendo em termos da norma dos vetores temos

Y 72_ v 72 Y {,2
2
2 2
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Interpretacao geométrica da regressao linear @

A\ /

e Assim, pelo Teorema de Pitdgoras, temos a seguinte situagio

Total

Residuo

Regressdo

e Tais subespacos s3o definidos como

o Espaco coluna de X: é o subconjunto de R" definido por:
R(X)={y €R"/y =XB; B RF}.
@ Espaco nulo de X*: é o subconjunto de R” definido por:

N(Xt) = {y € R"/Xty = Oppii} .

e Seja z € N(XY), isto é, X'z = 0. Para todo 3 € R tem-se
0= <th7,8> = (z,XPB)



Estimando os coeficientes

e Sejam (x1,¥1), (x2,¥2), ..., (Xn, ¥n) 0s n pares de observacdes;

e Queremos encontrar os valores de 5y e (51, tq, a reta resultante seja a
mais proxima possivel dos pontos;

Sales




Estimando os coeficientes @

e Existem varias formas de medir a proximidade;

e A mais comum envolve minimizar a Soma de quadrado dos desvios

min{J(yi, h(x))} =~ min {}1 Z[,Vi - h(Xi)]Q}

=  min {’17 Z[yi — o+ BIXI'F}
i—1

e Assim, o pardmetro estimado é obtido da forma

8J(yf7 h(X)) _
o5 "

e Chegando em R
B = (X'X) Xy
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Estimando os coeficientes

e Abaixo o grafico de contorno da SQD para os dados Advertising;

e O ponto vermelho representa as estimativas dos pardmetros.

@

‘| /
///M\\ N

\\\///

0.05

B1

0.04

\

0.03

11



Avaliando a precisao dos 3’s

e Para testar hipdteses sobre os pardmetros, sabemos que

MNR oy
vere  r

e Cj; é o j-ésimo elemento da diagonal de (X*X)™%;

e Para os dados Advertising, temos os seguintes pardmetros estimados

Variavel Coeficiente  Erro padrdao  Estatistica t p-valor
Intercepto 7,0325 0,4578 15,36 < 0,0001
TV 0,0475 0,0027 17,67 < 0,0001

e Assim, um investimento adicional de $1000 estd associado a um aumento
nas vendas de 47 unidades (lembrando que Sales estd em mil unidades).
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Avaliando a precisao dos 3’s @

O intervalo de confianga de 100(1 — )% de 3; é

Bi — tasainp-1w/82C; < Bi < B+ taja(np1n/82Cy

Cj é o j-ésimo elemento da diagonal de (X*X)™%;

e Para os dados Advertising, o intervalo de confianca de 95% para 51 é
[0,042;0,053].

2 era desconhecido e foi estimado na seguinte forma

o SQE_ lly-9li;
Cn—p+1  dim(N(XY)

e Note que o
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Interpretando os coeficientes da regressao ‘\@/

Considere o modelo de regressdo linear miltipla

Y =00+ X1+ BXo+...4+BpXp+¢

Interpretamos 3; como o efeito médio em Y quando aumentamos X; em
uma unidade, mantendo fixo as outras preditoras;

Idealmente, gostariamos que as preditoras fossem n3o correlacionadas;

Assim, além das interpretagGes como acima serem possiveis, os
coeficientes poderiam ser estimados (e testados) separadamente;

Mas na prética isso (geralmente) n3o acontece, e um dos problemas
causados por essas correlagdes é a colinearidade.
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Colinearidade \ /

e Duas varidveis X e X» sdo ditas exatamente colineares se
caXi + Xz = ¢ para algumas constantes ¢;.

e Entretanto, na andlise de dados é mais comum haver varidveis
aproximadamente colineares do que exatamente colineares.

e Assim, duas varidveis X; e X> s3o ditas aproximadamente colineares se
aXi+ X x .

e A colinearidade é medida através do quadrado do coeficiente de
correlacdo entre as varidveis, r5.

% Colinearidade exata ocorre quando r3, = 1;

% Mas, se r3 &~ 1, devemos nos preocupar.
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Colinearidade \ /

e Quando temos p varidveis explanatdrias, Xi,..., X, elas sdo ditas
(aproximadamente) colineares se 1. X1 + ...+ ¢, Xp = co.
e Para um j especifico,

Ci
Xi~ — — —Xi

G — ¢
J i

e Esta expressdo corresponde (aproximadamente) a uma regressdo com
intercepto <.
G

e Portanto, as varidveis Xi, ..., Xj—1, Xj41,..., X, explicam X; se o
coeficiente de determinagdo Rf for préximo de um.

e Se as varidveis sdo exatamente colineares, a solucdo das equacdes normais
ndo é dnica.
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Colinearidade L\@ )

e A colinearidade (aproximada) tem um efeito na precisdo dos coeficientes
de regressdo.

e Com efeito, numa regressdo com duas varidveis explanatdrias e intercepto,

o2 1

Va’(éj):ﬁs , J=12
12 g

o Entdo obtemos a menor varidncia quando r5 = 0 e a varidncia aumenta
(inflaciona) na medida em que r?, se aproxima de um.

e Uma expressao equivalente para p variaveis explanatdrias é,

2

A o 1
Var(B)) = —2— —, j=1,2.
ar(ﬁj) 1_RJ2 Sxxj-’ J )
em que (171R'2) é conhecido como Fator de inflagio da varidncia (FIV).
J

e De forma que o FIV representa o aumento na varidncia devido a
correlagdo entre as varidveis explanatdrias.
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Modelo de regressao com preditor qualitativo’@

e Em muitas situac¢des, algumas varidveis independentes n3o sio
quantitativas, mas sim qualitativas (assumindo valores discretos);

e Essas sdo chamadas preditoras categdricas ou fatores;

e Veja por exemplo o scatterplot referente aos dados Credit. Além das 7
varidveis quantitativas mostradas, temos também:

* gender;

>

student(é ou ndo estudante);

status (marital status);

>

>

ethnicity (Caucasian, African American (AA) or Asian).
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Modelo de regressao com preditor qualltatlvo@/
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Modelo de regressao com preditor qualitativo’@

e Suponha que queremos estudar a diferenca no saldo do cartio de crédito
entre homens e mulheres, ignorando as outras variaveis.

e Para tanto, criamos uma varavel da forma

{1, se a i-ésima pessoa é mulher,
Xi =

0, se a i-ésima pessoa é homem,

e Resultando no modelo

Yi=00+ Pix1+ei =

Bo + Pix1 +¢€i, se a i-ésima pessoa é mulher,
Bo + i, se a i-ésima pessoa é homem,

Variavel Coeficiente  Erro padriao  Estatistica t p-valor

Intercepto 509,80 33,13 15,389 < 0,0001
gender [Female] 19,73 46,05 0,429 0,6690
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Modelo de regressao com preditor qualitativo@

Se tivermos mais de dois niveis, criamos uma varidvel dummy adicional;

Por exemplo, para varidvel ethnicity criamos duas varidveis dummy. A
primeira pode ser

1, se a i-ésima pessoa é asidtica,
Xi1 = L.
0, caso contrario,

E a segunda pode ser

1, se a i-ésima pessoa é caucasiana,
Xi2 = s
0, caso contrario,

Resultando no modelo

Bo+ b1+ €i, sea i-ésima pessoa é asidtica,
Yi = Bo+Pixii+Bexiotei = < Po+ P2 +¢€i, se a i-ésima pessoa é caucasiana,

Bo + €i, se a i-ésima pessoa é AA,
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Modelo de regressao com preditor qualltatlvo@

e Note que sempre teremos menos varidveis dummy do que o nimero de
niveis;

e Assim, o nivel n3o codificado (no exemplo African American) é
conhecido como baseline;

Variavel Coeficiente  Erro padrdao  Estatistica t p-valor
Intercepto 531,00 46,32 11,464 < 0,0001
ethnicity[Asian] -18,69 65,02 -0,287 0,7740

ethnicity[Caucasian] -12,50 56,68 -0,221 0,8260
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Inclusao de interacao

e Nos dados Advertising assumimos que o efeito médio em sales é
explicado por determinado meio de publicidade sem levar em conta os
demais investimentos;

e Ou seja, ndo consideramos as interagdes entre TV, radio e newspaper:

sales = Bo 4+ B1XTV + PrXradio + (f3Xnewspaper

e Assim, o efeito médio em sales com o aumento de uma unidade em TV é
sempre (1, independente do investimento em radio;

e Mas suponha que a propaganda em radio aumente a eficicia da
propaganda na TV,

e Ent3o o coeficiente angular de TV deve aumentar com o aumento de
radio;
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Inclusao de interacao

e O modelo fica da forma

sales = o + S1XTV + fBrxradio + B3X(TV X radio) + €

e Resultando em

Variavel Coeficiente  Erro padrido  Estatistica t p-valor
Intercepto 6,7502 0,248 27,23 < 0,0001
TV 0,0191 0,002 12,70 < 0,0001
radio 0,0289 0,009 3,24 0,0014
TVXxradio 0,0011 0,000 20,73 < 0,0001

e Os resultados sugerem que a interacdo é significativa;

e Com efeito, o p-valor para TVxradio é extremamente baixo, indicando
uma forte evidéncia para 33 # 0;

e O R? para o modelo com interacio é 96,8%. J4 o modelo com somente
TV e radio (sem interagdo) foi de 89,7%.
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Inclusdo de interacao @
i =/

e Veremos agora como fica a inclusdo de interagdo quando temos varidvel
quantitativa e qualitativa;

Considere os dados Credit, e suponha que desejamos predizer balance
pelas varidveis income (quantitativa) e student (qualitativa);
e Sem a interagdo o modelo fica

B2, se a i-ésima pessoa é estudante,

balance; =~ [+ B1 X income; + .
0, caso contrario,

Bo + B2, se a i-ésima pessoa é estudante,

1 X income; + {

Bo, caso contrario,
e E com a interagdo

. > + 33 X income; ara estudante
balance; =~ [g+ 81 X income; + B+ B hoP o7
0, caso contrario,

_ (Bo + B2) + (B1 + B3) X income;, para estudante,
B Bo + B1 X income;, caso contrario,
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Inclusao de interacao
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Inclusao de interacao

Observacoes:

e Em alguns casos o termos da interagdo tem um p-valor baixo, mas os
efeitos principais associados a ele n3o;

e O Principio da hierarquia diz que se incluirmos a intera¢gdo no modelo,
devemos permanecer com seus fatores principais (ainda que suas
significAncias ndo sejam altas);

e Sem os fatores principais, as interacdes mudam de significado (além de
serem mais dificeis de interpretar);

e Especificamente, na interagdo conterd os fatores principais.
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