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Solucao de quadrados minimos

Vamos lembrar do problema:
yi = B'%i +¢&i, com & ~ N(0,0%).

Isso implica em

P(yi|xi; B) =
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A nota¢do P(yi|x;; B) indica que essa é a distribuicdo de y; dado x; e
parametrizado por 3 (n3o é condicionado em (3, pois ele ndo é v.a.);

Calculando a log-verossimilhanga temos

n . _ (Btx.)?
g(ﬂ) _ |OgH \/Z:I'?Uexp<_(yl 20L-32Xl) )

1 1 < to\2
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= nlog

Assim, maximizar a log-verossimilhanca é equivalente a minimizar J(3).



Solucao de quadrados minimos @

e Seja X € Myxp(R), com n > p e posto(X) = p. Dado y € R", definimos o
seguinte problema de minimizagdo:

N 2 .
[X8 =3[ = min{Ix8 -yl : p e}
e Dizemos que o elemento ﬂA é uma solugdo de quadrados minimos;

Teorema: Seja X € M, xp(R), com n > p e posto(X) = p. Definimos o funcional
J:RPt! - R da seguinte forma:

J(B) = (XB—y.XB—y); BERL
Ent3o, o Problema de Minimizagdo: encontrar ﬁ € RP*! tal que
J(B) = min{J(B) ; B € R}
é equivalente ao Sistema Normal

XIXB = X'ty.



Demonstracao

e O Gradiente do funcional J no ponto 8 € R”™! & definido por:

VIJB) = V(XB-y)(XB-y)

V (B X'XB — B'X Xy — y'XB +y'y)
= Vitr (B'X'XB—-B'X'y—y'XB+y'y)
\% (trﬂtXtXﬂ — 2trthﬁ)

V (X'XB + X'XB — 2X'y)

= 2X'XB —2X'y

e Dizemos que 3 é um ponto critico do funcional J se, e somente se,

VJ(B)(v) =2 <th,@ — Xty,V> =0, para todo v € RP™
o VJ(B)(v) é derivada direcional de J no ponto 3 na direcio de v € RP*?;

e Portanto, o lnico ponto critico do funcional J é caracterizado como:

B = (XX)"" Xy.
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Método do gradiente descendente (GD) @
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e O Gradiente descendente (GD) é um método para encontrar o minimo
de uma fung3o de forma iterativa;

e Cada passo pode ser visto como o problema de minimizagdo

B argmin 8-+ 98 (3= 8) + 5 o -5

e Note que é uma aproximacgdo quadratica trocando V2J(,8(k)) por il.

e Derivando com relagdo a 3 temos

0= VIBY) + 2(8-8Y) = 6 = B —av (5"

Algoritmo: Escolha um chute inicial, B e RPH! repita:
B = g _ q, vi(B™), k=0,1,...

pare quando atingir convergéncia.



Taxa de aprendizagem «

e Taxa de aprendizagem controla o tamanho do passo em cada iterag3o;

e Selecionar o valor correto é critico
* Se tomarmos « pequeno, o método fica lento;

* Se a muito grande, o método diverge.
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Exemplo 1

e Vamos comegar com um exemplo simulado de regressdo linear simples

e O algoritmo n3o serad apresentado por completo, sua implementacio
ficard como exercicio (depois compare os resultados).

set.seed(12345)
x <- sample(seq(from = -1, to = 1, by = 0.1), size = 50, replace = TRUE)
y <= 2 * x + rnorm(50)



Exemplo 1

X <- as.matrix(x)

y <- as.vector(y)

f <- function(X, y, b) {
(1/2) * norm(y - X %*% b, "F") 2
}

grad_f <- function(X, y, b) {
t(X) %*% X %*% b - y)
}

simple_ex <- graddesc(f, grad_f, X, y, 0.01)

plot_loss(simple_ex)

## Minimum function value:
## 36.85

H#i#

## Intercept:

## 0.28

##

## Coefficient(s):

## 2.123

)
terations



Exemplo 2

e O segundo exemplo vamos utilizar o moviebudgets dataset. O banco
contém as notas de 5183 filmes, orcamento aproximado, ano etc.;

data(moviebudgets)

head (moviebudgets)

## title year length budget rating votes
## 1 Titanic 1997 194 200000000 6.9 90195
## 2 Spider-Man 2 2004 127 200000000 7.9 40256
## 3 Troy 2004 162 185000000 7.1 33979
## 4 Waterworld 1995 176 175000000 5.4 19325
## 5 Terminator 3: Rise of the Machines 2003 109 175000000 6.9 32111
## 6 Wild Wild West 1999 107 170000000 4.0 19078
## rl r2 r3 r4 r5 1r6 r7 r8 r9 rl0 mpaa Action Animation
## 1 14.5 4.5 4.5 4.5 4.5 4.5 14.5 14.5 14.5 24.5 PG-13 0 0
## 2 4.5 4.5 4.5 4.5 4.5 4.5 14.5 24.5 24.5 24.5 PG-13 1 0
## 3 4.5 4.5 4.5 4.5 4.5 14.5 14.5 14.5 14.5 14.5 R 1 0
## 4 4.5 4.5 4.5 14.5 14.5 14.5 14.5 14.5 4.5 4.5 PG-13 1 0
## 5 4.5 4.5 4.5 4.5 4.5 14.524.5 24.5 4.5 14.5 R 1 0
## 6 14.5 14.5 14.5 14.5 14.5 14.5 4.5 4.5 4.5 4.5 PG-13 1 0
##  Comedy Drama Documentary Romance Short

## 1 0 1 0 1 0

## 2 0 0 0 0 0

## 3 0 1 0 1 0

## 4 0 1 0 0 0

## 5 0 0 0 0 0

## 6 1 0 0 0 0



Exemplo 2

f <- function(X, y, b) {
(1/2) * norm(y - X %*% b, "F")" 2
}
grad_f <- function(X, y, b) {
t(X) %x% (X %*% b - y)
}

X <- as.matrix(moviebudgets$budget)
y <- as.vector(moviebudgets$rating)
moviesl <- graddesc(f, grad_f, X, y, 1le-04, 5000)

e Funcdo graddesc e Fungdo 1m
## Minimum function value: #
## 6174 ## Call:
## ## Im(formula = y ~ X)
## Intercept: i o
## 6.149 ## Coefficients:
a ## (Intercept) X
## 6.15e+00 -8.53e-10

## Coefficient(s):
## -8.533e-10
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Prés e contras do GD @

N\

v ldeia simples e cada iteracdo é barata;
v/ Garantia de convergéncia para o minimo local;
v/ Com virios algoritmos de segunda ordem para acelerar sua convergéncia;

v/ Muito rapido para matrizes bem condicionadas e problemas fortemente
Convexos;

X Frequentemente é lento, pois problemas interessantes ndo sio fortemente
convexos ou bem condicionados;

X Nio lida com fun¢des n3o diferencidveis (dica: use o método Subgradiente).

X Utiliza todos os dados de treinamento para estimar os parametros. Assim,
para grandes bancos de dados torna-se lento;

e Diante deste dltimo aspecto, por que n3o em cada iteragdo selecionar um
valor na amostra e com sua informacdo executar um passo?

11
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Gradiente descendente estocastico (GDE)
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A
Gradiente descendente estocastico (GDE) @

e Como vimos, no gradiente descendente utilizamos a amostra completa
para atualizar os pardmetros (é um processo deterministico);

e Assim, se o tamanho da amostra de treino for grande (na verdade MUITO
grande!) o gradiente descendente levard muito tempo em cada passo;

e A diferenca no Gradiente descendente estocastico (GDE) estd na
utilizacdo de somente uma observacao em cada iteracio.

e Entdo, cada passo é realizado com uma v.a. de um processo estocastico;

e Em redes neurais, por exemplo, o custo para se fazer backpropagation
com os dados completos é muito alto. Portanto, abordagens estocasticas
como esta torna o método mais atrativo.
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Gradiente descendente estocastico (GDE) @

e Considere o par (xi, y;) amostrado do treinamento. A atualizagdo dos
pardmetros é dada por

Algoritmo: Escolha um chute inicial, 3 € RP*?, repita:
ﬂ(k+1) = B(k) - akv-/(ﬂ(k)r xi7yi)7 k = 07 17 000

pare quando atingir convergéncia.

e No GDE a taxa de aprendizagem, «, é, tipicamente, menor do que o GD
(batch). Isso ocorre, pois temos uma maior varidncia nas atualizagdes;

e Uma escolha de o que funciona bem na pratica é uma taxa pequena o
suficiente que dé uma convergéncia estdvel nas itera¢des iniciais;

e Métodos mais sofisticados incluem o uso de Backtracking line search ou
Exact line search.
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Prés e contras do GDE

v/ Convergéncia mais rapida, especialmente com grandes bancos de dados ou
dados redundantes, p. ex.:

- Imagine que temos dados de treino de tamanho 100.000;
- Mas na verdade sdo 100 cépias de 1000;
- Ou seja, padrdes parecidos, com mesmo efeito;
- Batch serd, pelo menos, 100 vezes mais devagar.
V' A trajetéria estocdstica permite escapar de um minimo local;
X Prova da convergéncia é probabilistica;

X Muitos métodos de segunda ordem ndo funcionam;
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Gradiente boosting
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Intuicao @
uic 9

e Lembrando de regressao

SQT SQR SQE

e E, geometricamente, temos

Total

Residuo

Regressio

e Isso quer dizer que toda variabilidade ndao explicada pela regressdo ficard
no residuo (varigveis e fun¢des delas!);

e Vejamos um exemplo.
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Intuicao

e Simular uma situacdo na qual a verdadeira relacdo entre X e Y é

y=3,5x>+6x+5

x <- sample(seq(from = -5, to = 5, by = 0.1), size = 500, replace = TRUE)
y <- 3.5xx*x + 6%x + 5 + rnorm(500,0,10)




~
()

Intuicao )
’ >/

e Agora, vamos ajustar um modelo de regressio linear simples

ajuste = lm(y ~ x)
ajuste$coef

## Coefficients:

## Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
## (Intercept) 33.3499 1.2533 26.61 <2e-16 **x
## x 6.2182 0.4409 14.11 <2e-16 *xx*

e Pergunta: Se o termo quadrético ndo estd no modelo, onde ele estara?

e Resposta: Nos residuos.

e = ajuste$residuals
gplot(x,e,
xlab="x",
ylab="Valores ajustados")
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Intuicao @

e Ent3o, considere o seguinte procedimento
Y = h(x) + residuo (1)
e Se o residuo n3o for um ruido branco (mas algo correlacionado com Y)
residuo = g(x) + residuo2 (2
e Combinando (1) e (2)

Y = h(x) + g(x) + residuo?2

Pode-se dizer que h(x) foi atualizada com uma parte do residuo, ou seja
h(x)® = h(x)" + g(x)

e Mas, como isto esta relacionado com Gradiente boosting?

20



Gradiente boosting e residuos @

e Queremos minimizar

J(yi, h( Z[yf — h(x;)]?

e Derivando com relagdo a h(x;) temos
9J(yi, h(x))
= h(x;) — yi.
h(x)) (xi) =y
e Podemos interpretar os residuos como o negativo do gradiente
residuos = y; — h(x;) = 8J(8);;&x ()X))

e Ent3o, considerando perda quadratica, concluimos que

residuo < negativo do gradiente
Atualizar h(x;) com o residuo < Atualizar h(x;) com o negativo do gradiente

21



Gradiente boosting

2/

Algoritmo: Escolha um chute inicial, h(x,-)(o), faca:

dJ(yi, h(x)¥)

* _
Calcule 6h(x,-)(k) ;

* Ajuste um modelo de regressio g(x,-)(k) baseado no negativo do gradiente;
A(x)* ) = h(x;)K) + pg(x)K), k=0,1,...

pare quando atingir convergéncia.

Exemplo:
Comegando com um simples preditor Aprimorando com os residuos

e |

|

L
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Gradiente boosting @

Algoritmo: Escolha um chute inicial, h(x;)(o), faca:

dJ(yi, h(x)¥)

* _
Calcule 6h(x,-)(k) ;

* Ajuste um modelo de regressio g(x,-)(k) baseado no negativo do gradiente;
A(x)* ) = h(x;)K) + pg(x)K), k=0,1,...

pare quando atingir convergéncia.

Exemplo:
Combinando, temos um melhor preditor Novamente, aprimorando com os residuos
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Gradiente boosting @

e O principio basico é esse; propor um modelo e aprimora-lo (ou
“ensind-lo") através da anélise dos residuos;

e Note que podemos considerar outras fungdes perda e derivar o algoritmo
da mesma maneira.

24



Outras funcoes perda @

e Soma dos desvios absolutos (SDA)

J(yi, h(x)) Z lyi = h(xi)|

* O negativo do gradiente fica

0J(yi, h(x)) . ' W J 1, selyi—h(x)| <0,
T o) gl hCa)) = {—1, se |yi — h(x;)| > 0

e Huber-M cost
1<~ )5l = h(x)P, para |y — h(xi)| <6,
Jish(x) = 73742 1 o
py lyi — h(x;)| — 50°, caso contrério.

* O negativo do gradiente fica

_0J(yi, h(x)) _ ) yi = h(xi), se |y; = h(xi)| <9,
Oh(x;) dsign(y; — h(x;)), caso contrario.
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Outras funcoes perda
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Conclusao @
>/

O método introduz um novo modelo de regressdo em cada iterac3o, a fim
de compensar as deficiéncias do modelo existente;

As deficiéncias s3o identificadas pelo negativo do gradiente;

Para qualquer funcdo perda podemos derivar o Gradiente boosting;

Perda absoluta e Huber sdo mais robustos a outliers;

e Para detalhes de como escolher o valor de §, veja
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https://statweb.stanford.edu/~jhf/ftp/trebst.pdf



