SISTEMAS LINEARES

Definicoes gerais

Equacao linear: Chamamos de equacao linear, nas incégnitas =1, x», ..., z,, toda equagao do
tipo a1121 + a1oxs + a13x3 + . . .+ ayp,x, = b. Os nimeros aq1, a2, a13, . . . , G1,, todos reais, sao chama-

dos coeficientes e b, também real, é o termo independente da equacao.

Solugao de uma equacgao linear: Dizemos que a sequéncia ou énupla ordenada de nimeros

reals

(0417062,063, e ,Oén)

é solucao da equagao linear
a1121 + a9 + a13x3 + ...+ A1y = b

se aj1q + ajpan + ajzas + ... + ap,a, = b for uma sentenga verdadeira.

Sistema linear: E um conjunto de m(m > 1) equagoes lineares, nas incégnitas x1, 9, T3, . . ., Tp.

Assim, o sistema

a1 + ajoxa + a13x3 + ..o+ apr, = bl
211 + 29X 9 + 9373 + ...+ AonLy — bg
S a4 aze®s + assrs + ...+ agpxy, = bs

é linear.
Lembrando a definicao de produto de matrizes, notemos que o sistema linear S pode ser escrito

na forma matricial.

11 Q12 @13 ... QAip T by
Q21 Q22 A23 ... dgp T2 by
az; Ga32 AaAzz ... dA3zp Zs3 b3
Am1 Am2 Am3 ... Omn Ty, bn

Solucao de um sistema linear: Dizemos que a sequéncia ou énupla ordenada de nimeros reais

(Oél,Oég,Oég, e ,Oén)

é solucao de um sistema linear S, se for solucao de todas as equagoes de S, isto é:
ajioq + ajpan + ajzas + ...+ ap,a, = by (sentenga verdadeira)

a1 + 9oy + a9z + . . . + agpu, = by (sentenga verdadeira)



a1 + ageqy + azzas + ... + ag,, = bz (sentenga verdadeira)

U101 + Ao + apmas + . ..+ Appoy, = by, (sentenga verdadeira)

Sistema possivel. Sistema impossivel: Se um sistema linear S tiver pelo menos uma solugao,
diremos que ele é possivel ou compativel; caso nao tenha nenhuma solucao, diremnos que S é um
sistema impossivel ou incompativel.

Sistema linear homogéneo: Chamamos de sistema linear homogéneo todo aquele em que o
termo independente de todas as equagoes vale zero.

Exemplos:
r+y+2=0

S
2 —y+2=0

r+4y+z2+t=0
SeQ 3x—y—32=0
r+2y+2—-3t=0

E facil notar que um sistema linear homogéneo admite sempre como solugao a sequéncia (o, g, as, . . .

em que o; =0, Vi € 1,2,3,...,n. Nos exemplos dados (0,0,0) é solucao de Sy e (0,0,0,0) é solugao
de Sg.

Matrizes de um sistema: Dado um sistema linear S de m equagoes e n incégnitas, A é a

matriz incompleta do sistema

a1 a2 aiz ... Qin

(21 Q22 423 ... Q2

A = asq as2 as3 e asny
L m1 Am2 Am3 ... amn |

e B é a matriz completa do sistema
ayp @iz aig ... Qi by
a1 Gz Q23 ... Qg by
B = azy Qs Az ... Az, b3
L Am1 Am2 Am3 ... Qmp bm |

Teorema de Cramer: Consideremos um sistema linear em que o nimero de equagoes ¢é igual
ao numero de incégnitas (isto é, m = n). Nestas condigdes, A é uma matriz quadrada e D = det(A).

TEOREMA: Seja S um sistema linear com um numero de equacoes igual ao de incégnitas. Se



D # 0, entao o sistema serd possivel e terd solugdo unica (o, s, as, ..., qy), tal que
o =—, Vel 2,3,....n

em que D; é o determinante da matriz obtida de A, substituindo-se a i-ésima coluna pela coluna dos

termos independentes das equagoes do sistema.

Sistema possivel e determinado: Os sistemas lineares que tém solucao tnica sao chamados

possiveis e determinados.

Sistemas escalonados: Dado um sistema linear

a1121 + a12%9 + a13T3 + ... + a1y, = by
21T + Q999 + A23%3 + ... + A9pTy = b2

S az1xq + a32T2 + a33T3 4+ ...+ aznly, = bg

Am1T1 + Qa2 + Gp3T3 + ..o+ QppTy = bm

em que em cada equacao existe pelo menos um coeficiente nao nulo, dizemos que S esta na forma
escalonada, se o numero de coeficientes nulos, antes do primeiro coeficiente nao nulo, aumenta de

equacao para equacao.

Exemplos:
r+y+3z2=1 dr—y+z+t4+w=1
r—4y+z2=>5
Sy y—Z:4 Sy z—t4+w=0 Ss
20 —2=0
22 =95 2t—w=1

Resolucao de um sistema na forma escalonada: Ha dois tipos de sistemas escalonados a
considerar:

1° caso: nimero de equagoes igual ao nimero de incognitas. Nesse caso o sistema S terd a forma:

1171 + Q12T + A13T3 + ... + ATy = b1
a99T9 + 2373 + ...+ Aonly = bg

S a33T3 + ...+ A3, Ty = b3

em que a; #0, Vi €1,2,3,...,n.

A matriz incompleta do sistema é a matriz triangular:

aip G2 Qa3 ... Qip
0 92 Q23 ... QAgp
A= 0 0 ass asn




D = det(A) = aq1aass . .. ay, # 0; logo, pelo teorema de Cramer, S é possivel e determinado.
Os valores aq, asg, s, ..., a, da solucdo podem ser obtidos resolvendo o sistema por substituicao.
Partindo da ultima equagao, obtemos z,; em seguida, substituindo esse valor na equagao anterior,

obtemos z,,_; e assim por diante.

2° caso: numero de equagoes é menor que o nimero de incégnitas. Nesse caso o sistema S terd

a forma:
a1r1 + appTs + ai3rs + ... + apT, = by

com m < n.

Para resolvermos tal sistema, podemos tomar as incognitas que nao aparecem no comeco de nen-
huma das equagdes (chamadas varidveis livres) e transpo-las para o segundo membro. O novo sistema
assim obtido pode ser visto como sendo um sistema contendo apenas as incognitas do primeiro mem-
bro das equacgoes. Nesse caso, atribuindo valores a cada uma das incognitas do segundo membro,
teremos um sistema do lo tipo, portanto, determinando; resolvendo-o, obteremos uma solucao do
sistema. Se atribuirmos outros valores as incégnitas do segundo membro, teremos outro sistema,
também determinado; resolvendo-o, obteremos outra solugao do sistema. Como esse procedimento
de atribuir valores as incégnitas do segundo membro pode se estender indefinidamente, segue-se que
podemos extrair do sistema original um ntmero infinito de solugoes. Um tal sistema é dito possivel
e indeterminado. Chama-se grau de indetermina¢do o nimero de variaveis livres do sistema, isto €,

n—m.

Sistema equivalentes: Dizemos que dois sistemas lineares S; e Sy sao equivalentes, se toda

solugao de S; for solucao de Sy e toda solugao de Ss for solugao de S;.

Teorema 1: Multiplicando-se os membros de uma equacao qualquer de um sistema linear .S por

um numero k # 0, o novo sistema S’ obtido serd equivalente a S.

Teorema 2: Se substituirmos uma equagao de um sistema linear S pela soma, membro a mem-

bro, dela com outra, o novo sistema obtido, S’, serd equivalente a S.

Escalonamento de um sistema: Para escalonarmos um sistema, teremos que seguir varios
passos, todos eles baseados no teoremas 1 e 2.

1° passo: Colocamos como primeira equagao aquela em que o coeficiente da primeira incognita
seja diferente de zero.

2° passo: Anulamos o coeficiente da primeira incégnita de todas as equagbes (com execegao da
primeira), substituindo a i-ésima equagao (i > 2) pela soma da mesma multiplicada por um nimero
conveniente.

3° passo: Deixamos de lado a primeira equacao e aplicamos o 1° e 2° passos nas equagoes restantes.

4° passo: Deixamos de lado a primeira e segunda equacoes e aplicamos o 1° e 2° passos nas



equacgoes restantes, e assim por diante, até o sistema ficar escalonado.

Caracteristica de uma matriz: Seja A uma matriz qualquer e A" uma matriz escalonada,
linha-equivalente a A. Chamamos de caracteristica da matriz A, e indicamos por p(A), ao nimero
de linhas nao nulas de A’.

Teorema de Rouché-Capelli: Consideremos o sistema linear

(
a11r1 + apxs + azrs + ...+ apT, = by

211 + 999 + a23%3 + ...+ agpx, = b2
S 3171 + Q329 + A33T3 + ...+ A3 Ty = bg

\

Sejam A e B as matrizes incompleta e completa do sistema. O sistema linear S serd consistente
(possivel ou compativel) se, e somente se, p(A) = p(B).

Se p(A) = p(B) = n = ntimero de incdgnitas entao S serd possivel e determinado.

Se p(A) = p(B) < n = ndmero de incégnitas entdo S serd possivel e indeterminado.

Inversa Generalizada: Uma inversa generalizada de uma matriz A,,, é qualquer matriz A,

que satisfaz:
AATA=A. (1)

Uma inversa generalizada ndo € tnica exceto quando A é nao-singular, neste caso A~ = A7, Uma
inversa generalizada que satisfaz (1) é também chamada inversa condicional.
Toda matriz (quadrada ou retangular) tem uma inversa condicional. Isto é garantido mesmo para
vetores.
Teorema: Se A é n X p entao qualquer inversa generalizada A~ é p X n.
Algoritmo para encontrar uma inversa condicional A™: Seja uma matriz A,,, de posto r
1. Encontre qualquer submatriz nao-singular C..,. Nao é necessario que os elementos de C'
ocupem posigoes (linhas e colunas) adjacentes em A.
2. Encontre C~! e a sua transposta (C~1)7.
3. Substitua em A os elementos de C' pelos elementos de (C~1)T,
4. Substitua todos os outros elementos de A por zeros.
5. Transponha a matriz resultante.
Teorema: Se o sistema de equacoes Ax = b é consistente e se A~ é uma inversa generalizada de

A, entao x = A~b é uma solucao.



