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Motivação



Ciências da Terra: dados expressos como frações ou
porcentagens.



Exemplos:



textura de solos;



composição qúımica de uma rocha;



estruturas de dados resultantes de algoritmos de classificação.



Walvoort, D. J. J. e Gruijter, J.J. (2001).
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Qual o Tratamento Estat́ıstico?



• Regressão Multivariada?



• Os componentes das composições somam 1?
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Dados Composicionais



Butler e Glasbey (2008): Registram informação sobre
frequências relativas associadas a diferentes componentes de
um sistema.



Aitchison (1986):



a. Vetores cujos elementos são proporções de algum todo.



b. Composição: Vetor X
¯



= (X1,X2, ...,XD)′ satisfazendo:



X1 > 0, . . . , XD > 0;



X1 + X2 + . . . + XD = 1.
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Caracteŕısticas de Um Conjunto De Dados Composicionais



Reyment e Savazzi (1999) apud Labus (2005):



• representado em forma matricial;



• linha: unidade observacional;



• coluna: parte ou variável;



• elementos não negativos;



• cada linha soma 1 (100%);



• coeficientes de correlação mudam se uma das variáveis é
exclúıda da matriz e as linhas somam 1 (100%). O mesmo
ocorre se um novo componente é adicionado.
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Dados Lago Ártico: Aitchison (1986)



n Areia Silte Argila



1 77.5 19.5 3
2 71.9 24.9 3.2
3 50.7 36.1 13.2
4 52.2 40.9 6.6
...



...
...



...
39 2 47.8 50.2
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Diagrama Ternário: Aitchison(1986)
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Figura: Diagrama ternário para dados do Lago Ártico incluindo média
geométrica e região 2-sigma.
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Construindo um Diagrama Ternário



Triângulo equilátero de lado igual a 7,5 cm.



x
¯



= (0, 17; 0, 33; 0, 50)



7, 5 → 100
x1 → 17 ⇒ x1 = 1, 28cm



x2 → 33 ⇒ x2 = 2, 48cm
x3 → 50 ⇒ x3 = 3, 75cm
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Construindo um Diagrama Ternário



(0, 17−1; 0, 33−1; 0, 50−1)⇒ (0, 54; 0, 28; 0, 18)⇒
x1 = 4, 05
x2 = 2, 10
x3 = 1, 35



x
¯



= (0, 17; 0, 33; 0, 50)
y
¯



= (0, 56; 0, 33; 0, 11)



}
⇒ (0, 36; 0, 43; 0, 21)⇒




x1 = 2, 70
x2 = 3, 23
x3 = 1, 60
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Interpretando um Diagrama Ternário



Para qualquer ponto no diagrama, as perpendiculares aos
eixos satisfazem a restrição soma 1.



Qualquer ponto numa linha paralela ao eixo oposto à um
vértice tem a mesma proporção daquele componente
correspondente a este vértice.



Proporção: distância relativa da linha ao eixo sobre a
distância do vértice ao eixo.



Boogaart (2005)
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Interpretando um Diagrama Ternário



Pontos em uma linha reta partindo de um dos vértices tem
proporções relativas iguais dos outros dois componentes.



Proporção: proporções relativas representadas pelo ponto
onde a linha cruza o eixo oposto.



Boogaart (2005)



Extensão da variabilidade da razão de 2 componentes:
extensão da intersecção das linhas retas partindo de cada um
dos vértices e passando por todos os pontos com o eixo
oposto.



Aitchison (1986)
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Dados Gener1Mod



n X Y AMG AM AF AMF Silte Argila



1 0 0 2.1 10.4 11.4 5.9 12.8 57
2 50 0 1.1 12.0 9.8 4.6 13.0 58
3 100 0 1.1 7.9 6.9 4.0 15.7 64
...



...
...



...
...



...
...



...
...



412 2800 300 2.5 5.3 31.2 13.5 12.4 35
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Dados Gener1Mod



Areia = AMG+AM+AF+AMF
Silte = 100-Areia-Argila



n X Y Areia Silte Argila Soma Altim. Sup



1 0 0 29.8 13.2 57 100 641.37 1
2 50 0 27.5 14.5 58 100 640.84 1
3 100 0 19.9 16.1 64 100 640.00 1
...



...
...



...
...



...
...



...
...



412 2800 300 52.5 12.5 35 100 520.00 0
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UMA INTRODUÇÃO À ANÁLISE DE DADOS COMPOSICIONAIS
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Dados Bassoi



n AGrossa Silte Argila Soma



1 9 26 43 78
2 9 26 42 77
3 9 25 41 75
...



...
...



...
...



250 10 27 37 74
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Dados Bassoi



Formando composições



n AGrossa Silte Argila Soma



1 11.53846 33.33333 55.12821 100
2 11.68831 33.76623 54.54545 100
3 12.00000 33.33333 54.66667 100
...



...
...



...
...



250 13.513514 36.48649 50.00000 100
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Dados Bassoi



Diferença = Areia Fina



n Areia Silte Argila Soma



1 31 26 43 100
2 32 26 42 100
3 34 25 41 100
...



...
...



...
...



250 36 27 37 100
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Composição Regionalizada



Seja Ω ⊂ Rn doḿınio espacial, Rn espaço real de dimensão n.



Composição Regionalizada:



X
¯



(u
¯



) = [X1(u
¯



),X2(u
¯



), ...,XD(u
¯



)]′, u
¯
∈ Ω, satisfazendo:



1. X1(u
¯



) > 0, . . . , XD(u
¯



) > 0;



2. X1(u
¯



) + X2(u
¯



) + . . . + XD(u
¯



) = 1.



Espaço Amostral:



SD = {X
¯



(u
¯



) ∈ RD ; Xi (u
¯



) > 0, i = 1, ...,D; j
¯



′X
¯



(u
¯



) = 1}
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Motivação Tratamento Estat́ıstico Dados Composicionais Caracteŕısticas Dados Lago Ártico Representação Gráfica Construindo um Diagrama Ternário Construindo um Diagrama Ternário Interpretando um Diagrama Ternário 1 Interpretando um Diagrama Ternário 2 Dados Gener1Mod-1 Dados Gener1Mod-2 Dados Bassoi1 Dados Bassoi2 Dados Bassoi3 Composição Base Subcomposição Amalgamação e Partição Problema Transformação Transformação Transformação Transformação Operações Operações Operações Geometria de Aitchison do Simplex Estat́ısticas Descritivas Doḿınio de Confiança Representação Gráfica -TM - 1 Representação Gráfica - DD - 2 Representação Gráfica -TM - 3 Representação Gráfica -TM - 4 Representação Gráfica -DD - 5 Representação Gráfica -DD - 6 Representação Gráfica -TM - 7 Representação Gráfica - TM - 8 Representação Gráfica - DD - 9 Representação Gráfica - DD - 10 Estacionariedade Função Intŕınsica Estrutura de Covariância Espacial Estrutura de Covariância Espacial Intŕınsica Estrutura de Covariância Espacial Intŕınsica



Base Regionalizada



• Vetor W
¯



(u
¯



), u
¯
∈ Ω ⊂ Rn cujos componentes são todos



medidos na mesma escala e positivos.



• Espaço Amostral:



RD
+ = {W



¯
(u
¯



) ∈ RD ; Wi (u
¯



) > 0, i = 1, ...,D}



• Operador fechamento: Base ⇒ Composição



C : RD
+ −→ SD



W
¯



(u
¯



) −→ C[W
¯



(u
¯



)] =
W
¯



(u
¯



)



j
¯



′W
¯



(u
¯



)
,



j
¯



′ vetor de 1
′s .
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Subcomposição Regionalizada



• Seja X
¯



(u
¯



) composição regionalizada de D partes;



• s ⊂ {1, 2, ...,D} tal que X
¯s(u



¯
) é subvetor cujos elementos são



os componentes de X
¯



(u
¯



) correspondentes às partes em s;



• Subcomposição Regionalizada:



C[X
¯s(u



¯
)] =



X
¯s(u



¯
)



j
¯



′X
¯s(u



¯
)



;



• Se s
¯
(u
¯



) = C[X
¯s(u



¯
)] ⇒ si (u



¯
)



sj(u
¯



)
=



Xi (u
¯



)



Xj(u
¯



)
, i , j ∈ s.
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Amalgamação



• X
¯



(u
¯



) = [X1(u
¯



),X2(u
¯



), ...,XD(u
¯



)]′ uma composição
regionalizada de D partes;



• X
¯



(u
¯



) dividida em C (C ≤ D) subconjuntos mutuamente
exclusivos;



• X
¯ i (u



¯
), i = 1, ...,C , vetor cujos componentes são os



elementos do i-ésimo subconjunto.



• Amalgamação Regionalizada: composição regionalizada de
C partes



A
¯



(u
¯



) = [A1(u
¯



),A2(u
¯



), ...,AC (u
¯



)]′,



em que Ai (u
¯



) = j
¯



′X
¯ i (u



¯
), j



¯



′ vetor de 1
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Partição



Partição Regionalizada: Amalgamação juntamente com
subcomposições.



• PC [X
¯



(u
¯



)] = [s
¯1(u



¯
), s



¯2(u
¯



), ...s
¯C (u



¯
); A



¯
(u
¯



)]



em que s
¯i (u



¯
) = C[X



¯ i (u
¯



)], i = 1, ...,C .



• Preserva informações contidas nos subvetores.
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Problema - Dados Composicionais



Efeito de correlação espúria (Pawlowsky e Olea, 2004):



• Covariâncias sujeitas à controles não estocásticos



⇓



interpretação errônea da estrutura de covariância espacial;



• Singularidade da matriz de covariância de uma composição.
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Transformação



• Graf (2006): Soma constante ⇒ correlação negativa entre
os componentes.



• Aitchison (1986):



• Propõe transformação que generaliza a transformação loǵıstica



ln
X



1− X
para um vetor composicional de 2 partes;



• Magnitudes relativas ou razões ⇒ tratabilidade e
interpretação estat́ıstica.



• Transformações loǵısticas: Aitchison (1982), Aitchison et
al. (2000), Odeh et al. (2003).
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Transformação



Transformação razão log-aditiva (ALR):



ALR : SD −→ RD−1



X
¯



(u
¯



) −→ ALR[X
¯



(u
¯



)] =



(
ln



X1(u
¯



)



XD(u
¯



)
, . . . , ln



XD−1(u
¯



)



XD(u
¯



)



)′
.



Pawlowsky et al. (1995), Pawlowsky e Olea (2004).



Ana Beatriz Tozzo Martins Orientador: Prof. PhD Paulo Justiniano Ribeiro Junior.
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Transformação



Transformação loǵıstica generalizada aditiva (AGL):



AGL : RD−1 −→ SD



ALR[X
¯



(u
¯



)] −→ AGL{ALR[X
¯
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)]} = X
¯
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exp[Y
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;



Y
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), . . . , 0)′ .



Se c 6= 0 ⇒ X
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) = c · AGL{ALR[X
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(u
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Transformação



Transformação Razão Log Centrada (CLR):



CLR : RD
+ → RD



W
¯



(u
¯



) → CLR[W
¯



(u
¯



)] = ln
W
¯
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¯
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g [W
¯
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ou
CLR : SD −→ RD



X
¯
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X
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g : média geométrica.
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Perturbação e Potência



Aitchison (1986), Aitchison e Egozcue(2005), Tolosana-Delgado et
al.(2005):



Operações que definem uma estrutura de espaço vetorial de
dimensão D − 1 no simplex.



1. Perturbação (⊕) : operação comutativa;



2. Potência (�) : produto externo.
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Perturbação



Perturbação: Multiplicação de composições componente a
componente e divisão de cada componente
pela soma de todos.



X
¯
⊕ Y



¯
= (X1,X2, ...,XD)⊕ (Y1,Y2, ...,YD)



= C(X1Y1,X2Y2, ...,XDYD).
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Potência



• Potência: análogo à multiplicação por um escalar no espaço
real.



α� (X1,X2, ...,XD) = C(Xα
1 ,X



α
2 , ...,X



α
D ).



• Vetor de diferenças composicionais:



X
¯
	 Y



¯
= X



¯
⊕ (−1� Y



¯
).
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Geometria de Aitchison do Simplex



• Produto interno:



< X
¯
,Y



¯
>=



D∑
i=1



ln
Xi



g(X
¯



)
ln



Yi



g(Y
¯



)
.



• Distância de Aitchison:



d(X
¯
,Y



¯
) =



√√√√ D∑
i=1



(
ln



Xi



g(X
¯



)
− ln
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g(Y
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Doḿınio de Confiança
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Diagrama Ternário: Aitchison(1986)
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Figura: Diagrama ternário para dados do Lago Ártico incluindo média
geométrica e região 2-sigma.
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Figura: Areia vs Silte, Areia vs Argila e Silte vs Argila - Lago Ártico.
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Figura: Diagrama ternário para dados de Gener com Silte obtido pelo
complementar, incluindo média geométrica e região 2,4-sigma.
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Figura: Diagrama ternário para dados de Gener com Areia obtida pelo
complementar, incluindo média geométrica e região 2,4-sigma.
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Figura: Areia vs Silte, Areia vs Argila e Silte vs Argila - Silte obtido pelo
complementar.



Ana Beatriz Tozzo Martins Orientador: Prof. PhD Paulo Justiniano Ribeiro Junior.



UMA INTRODUÇÃO À ANÁLISE DE DADOS COMPOSICIONAIS











Motivação Tratamento Estat́ıstico Dados Composicionais Caracteŕısticas Dados Lago Ártico Representação Gráfica Construindo um Diagrama Ternário Construindo um Diagrama Ternário Interpretando um Diagrama Ternário 1 Interpretando um Diagrama Ternário 2 Dados Gener1Mod-1 Dados Gener1Mod-2 Dados Bassoi1 Dados Bassoi2 Dados Bassoi3 Composição Base Subcomposição Amalgamação e Partição Problema Transformação Transformação Transformação Transformação Operações Operações Operações Geometria de Aitchison do Simplex Estat́ısticas Descritivas Doḿınio de Confiança Representação Gráfica -TM - 1 Representação Gráfica - DD - 2 Representação Gráfica -TM - 3 Representação Gráfica -TM - 4 Representação Gráfica -DD - 5 Representação Gráfica -DD - 6 Representação Gráfica -TM - 7 Representação Gráfica - TM - 8 Representação Gráfica - DD - 9 Representação Gráfica - DD - 10 Estacionariedade Função Intŕınsica Estrutura de Covariância Espacial Estrutura de Covariância Espacial Intŕınsica Estrutura de Covariância Espacial Intŕınsica



Matriz Diagrama de Dispersão: Gener - Areia.
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Figura: Areia vs Silte, Areia vs Argila e Silte vs Argila - Areia obtida pelo
complementar.



Ana Beatriz Tozzo Martins Orientador: Prof. PhD Paulo Justiniano Ribeiro Junior.
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Motivação Tratamento Estat́ıstico Dados Composicionais Caracteŕısticas Dados Lago Ártico Representação Gráfica Construindo um Diagrama Ternário Construindo um Diagrama Ternário Interpretando um Diagrama Ternário 1 Interpretando um Diagrama Ternário 2 Dados Gener1Mod-1 Dados Gener1Mod-2 Dados Bassoi1 Dados Bassoi2 Dados Bassoi3 Composição Base Subcomposição Amalgamação e Partição Problema Transformação Transformação Transformação Transformação Operações Operações Operações Geometria de Aitchison do Simplex Estat́ısticas Descritivas Doḿınio de Confiança Representação Gráfica -TM - 1 Representação Gráfica - DD - 2 Representação Gráfica -TM - 3 Representação Gráfica -TM - 4 Representação Gráfica -DD - 5 Representação Gráfica -DD - 6 Representação Gráfica -TM - 7 Representação Gráfica - TM - 8 Representação Gráfica - DD - 9 Representação Gráfica - DD - 10 Estacionariedade Função Intŕınsica Estrutura de Covariância Espacial Estrutura de Covariância Espacial Intŕınsica Estrutura de Covariância Espacial Intŕınsica



Dados reais: Bassoi - Composições.
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Figura: Diagrama ternário para dados de Bassoi incluindo média
geométrica e região 2,4-sigma-Formando composições.



Ana Beatriz Tozzo Martins Orientador: Prof. PhD Paulo Justiniano Ribeiro Junior.
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Dados reais: Bassoi - Areia Fina.
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Figura: Diagrama ternário para dados de Bassoi com Areia Fina como
complementar, incluindo média geométrica e região 2,4-sigma.



Ana Beatriz Tozzo Martins Orientador: Prof. PhD Paulo Justiniano Ribeiro Junior.
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Figura: AGrossa vs Silte, AGrossa vs Argila e Silte vs AGrossa; Formando
composições.



Ana Beatriz Tozzo Martins Orientador: Prof. PhD Paulo Justiniano Ribeiro Junior.
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Matriz Diagrama de Dispersão: Bassoi - Areia Fina.
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Figura: Areia vs Silte, Areia vs Argila e Silte vs Areia - Areia Fina como
complementar.
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Segundo Pawlowsky-Glahn e Olea (2004)
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) é Estacionária de 2a ordem se f [X
¯



(u
¯



)] satisfaz:



• E [f (X
¯



(u
¯



))] = µ existe e não depende de u
¯



;



• Cov[f (X
¯



(u
¯2)), f (X



¯
(u
¯1))] = Σ(u



¯2−u
¯1) existe e não depende de



u
¯1, u



¯2, mas somente da diferença h
¯



= u
¯2 − u



¯1.



Ana Beatriz Tozzo Martins Orientador: Prof. PhD Paulo Justiniano Ribeiro Junior.
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¯



(u
¯
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) é log razão intŕınsica se o conjunto das
log razão entre todos os pares é intŕınsica;
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Estrutura de Covariância Espacial



Estrutura de Covariância Espacial: conjunto de funções D4
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Pawlowsky e Olea (2004).



Ana Beatriz Tozzo Martins Orientador: Prof. PhD Paulo Justiniano Ribeiro Junior.
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Estrutura de Covariância Espacial
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Estrutura de Covariância Espacial Intŕınsica



Estrutura de Cov. Espacial Intŕınsica: conjunto de funções D4
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Estrutura de Covariância Espacial Intŕınsica



• Matriz de LR variogramas (Matriz Variação Intŕınsica)
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OBRIGADA PELA ATENÇÃO!
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