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Resumo

O FEstado da Paraiba possui um clima caracterizado pela irregularidade espacial e temporal
da precipitacdo, o que ocasiona desastres climdticos. Em um estudo mo qual se pretende
analisar a dindmica das varidveis regionalizadas, existem duas técnicas fundamentais para uma
andlise geoestatistica, o semivariograma e a krigagem. Os semivariogramas sao preferidos para
caracterizar a estrutura de continuidade espacial da varidvel observado, por exigirem hipoteses
de estacionariedade menos restritas (Hipdlese Intrinseca). A técnica da Krigagem estima
valores de wvaridveis para locais em que as mesmas nao foram medidas a partir de valores
adjacentes (vizinhos) interdependentes. A andlise bayesiana considera a incerteza sobre todos
0s parametros existentes no modelo. Assim, pode-se realizar uma andlise descritiva sobre cada
um deles, sendo possivel construir intervalos de credibilidades, considerando a incerteza sobre
cada um do modelo. O presente trabalho foi desenvolvido com o objetivo principal de apresentar
e implementar uma abordagem bayesiana no estudo geoestatistico aos dados de precipitagao.
De uso da inferéncia bayesiana foram estimados os parametros do modelo e em sequida a
convergéncia dos mesmos foi verificada. Por meio do mapa de probabilidade, observou-se
que as microrregioes Cariri/Curimatai se encontram dentro da drea de ocorréncia de chuvas
mensal abaizo de 100 mm durante o Trimestre Chuvoso. Palavras-chave: Semivariogramas,
Convergéncia, Intervalos de credibilidades.

1. Introducao

O Estado da Paraiba, localizado no setor leste do Nordeste do Brasil, tem um clima que se
caracteriza pela irregularidade espacial e temporal da precipitacao, o que ocasiona desastres
climaticos tais como secas, veranicos, enchentes, etc. Tal fato tem motivado o estudo dessas
caracteristicas sob os mais variados enfoques, ja que ele serve de base a obtencao de informagoes
essenciais a diversas atividades, tais como: dimensionamento de obras hidraulicas, irrigacao,
prevencao e controle de enchentes, etc.

Para o desenvolvimento deste artigo, as séries de dados didrios de precipitacao foram
obtidas na Agéncia Executiva de Gestao das Aguas do Estado da Paraiba (AESA) responsavel
pelas informacoes da precipitacao pluvial na Paraiba. Foram registradas as medidas das
precipitacoes didrias, mensais, e anuais para 253 postos pluviométricos distribuidos nos 223
municipios paraibanos, no periodo de 1994 a 2011.

De acordo com Silva (2007) ficou caracterizada a divisdo do Estado em duas grandes areas
com periodos chuvosos diferentes. Uma delas é ao Leste da Serra da Borborema represen-
tada pelas microrregioes do Litoral, Brejo e Agreste, e outra a Oeste com as microrregioes do
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Cariri/Curimatai, Sertao e Alto Sertdao. Verificou-se que o trimestre mais chuvoso nas mi-
crorregices do Cariri/Curimatai, Sertao e o Alto Sertao é caracterizado pelos meses fevereiro,
margo e abril. Essas microrregioes sao caracterizadas pela pouca quantidade de precipitacao
pluvial durante todo o ano.

O presente trabalho foi desenvolvido com o objetivo principal de apresentar e implementar
uma abordagem bayesiana no estudo geoestatistico aos dados de precipitacao no Estado da
Paraiba. Para isso, foram analisados os totais mensais durante 1994 e 2011 e em seguida foram
extraidos os valores medianos para o periodo de maior ocorréncia de chuvas (fevereiro, marco
e abril - Trimestre Chuvoso), nas microrregioes, Cariri/Curimatat, Sertdo e Alto Sertao, que
constituem a maior parte do Estado.
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Figura 1: Localizacao geografica das microrregices do Estado da Paraiba. Fonte: Silva (2007)

2. Metodologia

Krige (1951)!, trabalhando com dados de concentracao de ouro, concluiu que somente a
informacao dada pela variancia seria insuficiente para explicar o fenémeno em estudo. Para
tal, seria necessdrio levar em consideracao a distancia entre as observacoes. A partir dai surge
o conceito da geoestatistica, que leva em consideragao a localizag¢ao geogrifica e a dependéncia
espacial (Camargo, 1997).

Matheron (1963) baseado nas observagoes de Krige, desenvolveu a teoria das varidveis
regionalizadas, a partir dos fundamentos da geoestatistica. Esta teoria vem sendo aplicada

Krige, D. A statistical approach to some basic mine valuation problems on the Witwatersrand. Journal
of the Chemical, Metallurgical and Mining Society of South Africa, v.52, p.119-139, 1951.



em diversas areas de pesquisa, tais como, ecologia, geologia, hidrologia, entre muitas outras,
desde que as variaveis estudadas apresentem dependéncia espacial.

Seja Z(s;) definida como uma varidvel aleatéria que assume diferentes valores Z em funcao
da posicao s; dentro de uma regiao de estudo S, e representa pares de coordenadas (z,y). Em
um estudo no qual se pretende analisar a dinamica das varidveis regionalizadas, existem duas
técnicas fundamentais para uma andlise de geoestatistica, o semivariograma e a krigagem.

2.1. Semivariograma

Na geoestatistica considera-se que o valor de cada ponto observado estd relacionado com
valores obtidos a partir de pontos localizados a uma certa distancia, sendo assim, verifica-se
que ha uma grande relacao entre os pontos tanto quanto menor for a distancia entre eles. Para

mensurar esta relacao é definido o vetor de distancias A h. A covariancia pode ser uma das
medidas que explica o grau de relagao entre pontos numa certa direcao e, embora a covariancia
exista entre todas as distancias possiveis ao longo de h, pode ser estipulado que somente sejam

considerados valores entre pontos regularmente espacados por miltiplos inteiros de A h .

A covariancia entre valores determinados nessas distancias separadas por A h ao longo de
h é

C(h) = E{[Z(si) — p][Z(si + h) — pl} (1)

em que 4 é a média da varidvel regionalizada Z(s;).
Como a covariancia depende do tamanho do vetor h, se h = 0, C'(h) serd dita a variancia.
A expressao para variancia neste caso, sera:

Var [Z(s))] = E[Z(s;) — p]” = C(0). (2)

Os semivariogramas sao preferidos para caracterizar a estrutura de continuidade espa-
cial da caracteristica avaliada, por exigirem hipdteses de estacionariedade menos restritas
(Hip6tese Intrinseca). Esta hipdtese ndo é mais definida por meio das distribuicoes das
varidveis aleatdrias pontuais e sim por meio das diferengas entre elas (Ribeiro Junior, 1995).

A hipétese intrinseca é definida pelas seguintes condicoes:

e o incremento entre dois pontos tem esperanca nula,
EZ(sivn) = Z(s:)] = 0 (3)
e para qualquer vetor h o incremento tem uma variancia finita independente da posicao
Si.
Var[Z(s;+h)— Z(s;)] = E[Z(s; + h) — Z(si)]2 =2v(h) (4)
em que, 2y(h) a definigdo de variograma.

Dividindo a Eq. 4 por dois, tem-se entao a fungao de semivariograma ~y(h), a qual depende

do vetor de distancias A h. Espera-se que y(h) aumente com a distancia h até um valor
maximo no qual a semivariancia estabiliza.



Para construir um semivariograma é necessario dispor de um conjunto de valores obtidos
em intervalos regulares dentro de um mesmo suporte geométrico. Sendo si, So,...,S;, ..., Sn,
valores de uma variavel regionalizada a seguinte expressao fornece a estimativa nao tendenciosa
da semivariancia:

X Y [Z(si) = Z(si+ b))

em que n(h) é o nimero de pares de valores medidos Z(s;), Z(s; + h) separados por h.

Em diferentes fenomenos que envolva geoestatistica, ha varios modelos de ajustes aplicaveis.
Estes por sua vez sao denominados, modelos tedricos, que tem o papel de fornecer solugoes
confidveis para o estimador linear - krigagem. Existem dois tipos de modelos de variogramas
tedricos: os modelos com e sem patamar e, estes podem, ou nao, apresentar o efeito pepita.
Dentre os que apresentam patamar os mais utilizados sdo: o modelo esférico (Matheron), o
modelo exponencial (Formery) e o modelo gaussiano (Gauss). Entre os modelos sem patamar
encontram-se o Linear e o Logaritmico (Wijs), (Oliveira, 2003).

O efeito pepita (72) corresponde a cota do ponto onde o semivariograma corta o eixo
das ordenadas, o alcance (¢) corresponde ao conceito de dependéncia espacial, marcando a
distancia a partir da qual as amostras se tornam independentes, o patamar (o2 + 72) corres-
ponde ao ponto onde toda semivariancia da amostra é de influéncia aleatéria, correspondendo
a variancia total obtida pela estatistica cldssica. Quando o efeito pepita (72) for aproxima-
damente igual ao patamar (02 + 72), denomina-se efeito pepita puro, demonstrando que a
amostra nao recebe influéncia espacial Trangmar et al. (1985). A seguir, serdo apresentadas
as expressoes dos modelos de correlagoes do semivariograma.

e Os modelos mais cldssicos com patamar sao,

1. Modelo Esférico ou Modelo de Matheron, é o modelo mais comum, podendo-se
afirmar que equivale a funcao de distribuicao normal da estatistica cléassica,

h h\?*
- Tua?{g(g)_ (E)} e 0<h<o )
72 + o2 se h> ¢

N |~

2. Modelo cardinal-seno (modelo wave) - pertencente a familia dos modelos “hole
effect”, o mesmo apresenta um comportamento isotrépico,

o(h) — TQ—I—JQ[l—%sin(%ﬂ se 0<h<o¢o (7)
%+ o2 se h> ¢

3. Modelo Exponencial ou de Formery, este apresenta um comportamento linear na
origem, alcanca seu patamar somente assintoticamente e é representado por:

72 + o2 1—6% se 0<h<
oy = { Tre[1=eF] e 0sns ®
T+ o se h> ¢



4. O Modelo Gaussiano ou Parabdlico, este apresenta um comportamento parabdlico
na origem e tem como equacao o modelo a seguir

—_h2

72 4+ 02 [l—efﬁ?} se 0<h<¢

2+ o2 se h>¢

p(h) = (9)

e Os modelos sem patamar sao,

1. O modelo linear, o qual é definido para o intervalo 0 < ¢ < 2 e 02 > 0, e tem a
seguinte expressao,

v(h) = 0 x h? (10)

H4 ainda outros modelos sem patamar, que sao, o Modelo de Poténcia e o Logaritmico
ou de Wijs.

e Outras metodologias que estudam a dependéncia espacial e a obtencao de semivariogra-
mas ajustados foi proposto também por Diggle e Ribeiro Junior (2002), eles sugerem
este estudo por meio da modelagem utilizando a distribuicao Gaussiana. Comentam so-
bre as diferentes estruturas de covariancia utilizadas no estudo espacial e sugerem uma
nova estrutura da funcao de correlacao denominada de familia de Matérn. A funcao de
correlacao de Matérn é definida por:

o (h:d) = ?(VV) (%)K (%) R0, (11)

em que K, () é a fungao Bessel modificada de terceiro grau de ordem v > 0 e I' (+) é a fungao
Gamma. O primeiro desses parametros (¢) estd relacionado ao alcance das correlagdes, sendo
que maiores valores indicam dependéncias espaciais de maior alcance. O segundo parametro
(v) estd relacionado a suavidade do processo, de forma que, quanto maior v, maior serd a
suavidade.

Cambardella et al. (1994), propuseram os seguintes intervalos para avaliar a % da se-
mivariancia do Efeito Pepita: < 25% - forte dependéncia espacial; entre 25% e 75% -
moderada dependéncia espacial e > 75% - fraca dependéncia espacial, denominado
de IDE (fndice de Dependéncia Espacial) e pode ser determinado de acordo com a seguinte

expressao:

7_2

IDE=——-100 12
0-2 + 7—2 ( )

2.2. Selecao dos modelos

A estimacao dos parametros de modelos baseados em verossimilhanca produz de maneira
geral estimadores nao viesados e eficientes quando aplicados para grandes amostras. Diggle
e Ribeiro Junior (2002), afirmam ainda que ao utilizar estes métodos deve-se considerar a
pressuposicao Gaussiana. Ilustram este estudo com um modelo linear Gaussiano em que a
média é definida por um modelo de regressao linear.



O teste de razao de verossimilhancas compara os modelos com e sem a estrutura de de-
pendéncia espacial, em que a razao de verossimilhangas somente é vélida para modelos se-
quencialmente reduzidos (Rao, 1973). A estatistica do teste da razao de verossimilhangas é
definida como:

MIL2

LRT = —2In <m> = 2[In(ML1) — In(ML2)] (13)

em que M L1 é a maxima verossimilhanca no modelo sem o componente espacial e M L2 é a
verossimilhanca no modelo com o componente espacial. Se o valor LRT da Eq. 13 for menor
do que o valor do y? tabelado, entdo hé fortes evidéncia de que o modelo com menor niimero
de parametro é o mais adequado.

Para a avaliagao da adequacao dos modelos espaciais foi utilizado o critério de informacao
de Akaike - AIC. Esse critério, em geral, tem sido utilizado para comparacao de modelos com
diferentes estruturas de covariancias. O AIC é baseado na teoria de decisao e é definido como
a quantidade:

AIC = =21+ 2p (14)

em que, [ é o logaritmo natural da funcdo de maxima verossimilhanca e p é o numero de
parametros do modelo. De acordo com este critério o melhor modelo ajustado serd aquele que
possuir o menor valor de AIC.

2.3. Krigagem

A técnica da Krigagem estima valores de varidveis para locais em que as mesmas nao foram
medidas a partir de valores adjacentes (vizinhos) interdependentes. Para a aplicacao da kriga-

gem, suponha que sejam conhecidas as realizagoes z(s1), z(s2), ..., 2(sx); € 0 semivariograma
ja tenha sido determinado, sendo assim, o interesse estd em estimar 7 na posigao sy (Maestre
et al., 2007).

A equacao de estimacao da krigagem é dada por:
k
Z(s0) = Z Aiz(8;) (15)
i=1

em que, Z é o estimador para o ponto (s0), k é o numero de vizinhos utilizados na estimacao,
\i € o peso atribuido a cada vizinho e, z(s;) é o valor observado em cada vizinho.

A krigagem, ao contrario de outros métodos de interpolacao, estima uma matriz de
covariancia espacial que permite determinar pesos atribuidos as diferentes amostras, a re-
dundancia dos dados, a vizinhanca a ser considerada no procedimento inferencial e o erro
associado ao valor estimado (Goovaerts, 1997).

Existem véarias técnicas de estimativas para a krigagem e a mais usual é a krigagem or-
dinaria. Esta é “linear”porque suas estimativas sao combinacoes lineares ponderadas dos
dados disponiveis; é “nao-viciada” porque busca o valor de erro ou residuo médio igual a 0; e
é “melhor” porque minimiza a variancia dos erros (Isaaks e Srivastava, 1989).



k

E para obter a variancia minima sob a condicao de E A; = 1, introduz-se o multiplicador
~ ~ . ,L:1 .
de Lagrange para a deducao das equacgoes e o sistema de krigagem resultante é:

Z )\1’7(31‘, 30) +p= ’V(Sh 50) (16)

i=1
sendo p é o multiplicador de Lagrange. O estimador da variancia é da forma,

k
o :M‘I‘Z)\i’Y(Si,SO) (17)

i=1

2.4. Abordagem Bayesiana

Segundo Diggle e Ribeiro Junior (2002) um modelo geoestatistico é especificado conjunta-
mente para um processo espacial continuo nao observado {S(z) : & € R?} e para um conjunto
de dados observados Y () nas localizagdes x, condicionado ao processo espacial com efeito nas
mesmas localizagoes. Sendo 8 = {0y;...;0, € R} o conjunto de parametros desconhecidos e
nao observaveis no modelo, entao:

P(Y(x); S(z); 0)
P(0)

P(Y(x); 5(x)|0) = = P(Y(2)|5(x); 0)P(5(x)|0) (18)

A distribuicao preditiva do processo S(x) é definida condicionalmente as observacoes Y (z)
como:

P(S()[Y (x)) = (19)

Para se obter a distribuigao conjunta de (S(z);Y (x)) na Equacao 19, integra-se a distri-
buicao de (S(x); Y (x);0) sobre o espaco paramétrico, ou seja:

P(S(@)Y () = [ PIS():Y (2):0)P(6:5(x)d6
que, substituida em 19 resulta:
Hﬂ@W@DZAP@®M%MWHMW@MG (20)

Aplicando-se o Teorema de Bayes, a distribuicao a posteriori dos parametros é dada por:

Pl6Y (2) = st = T 21)

O termo P(Y(x)|@) é a funcdo de verossimilhanga de Y'(x)|@ com distribuicao gaussiana
multivariada e P(0) é a distribuicao a priori de @ que expressa o conhecimento prévio acerca
da distribuicao de probabilidades dos parametros.



Na pratica, a escolha da distribuicao a priori dos parametros do modelo é um assunto
delicado na inferéncia bayesiana pois ela se dd, ora por conhecimento (objetivo ou subjetivo)
da sua distribuicao, ora por uma conveniéncia que resulte em uma distribuigao a posteriori com
solucao analitica. Distribuicoes a priori que resultem em uma posteriori da mesma familia, sao
chamadas de prioris conjugadas e sua escolha se da devido a tratabilidade analitica decorrente
e a uma conveniéncia computacional (Silva, 2008).

A andlise bayesiana considera a incerteza sobre todos os parametros existentes no modelo.
Assim pode-se realizar uma andlise descritiva sobre cada parametro, sendo possivel construir
intervalos de credibilidades, considerando a incerteza sobre cada parametro do modelo.

Na metodologia bayesiana associa-se uma distribuicao a priori para os parametros (3, 02, ¢, 72).
Em geral, para o parametro ¢ utiliza-se como priori uma Distribuicao Gamma, para os
parametros o2 e 72, uma Distribuicdo Gamma inversa, e para 3 uma Distribuicao Normal.

3. Resultados e Discussao

Foi construido o grafico que descreve o valor estimado para o parametro da transformacao
Box Cox, Figura 2(a) e, pode ser observado que o nimero 1 nao faz parte do intervalo sugerindo
entao que seja realizada uma transformagao no atributo. A Figura 2(b) apresenta os graficos
de dispersao e do histograma da varidvel precipitacdo. O histograma da varidvel apds a
transformacao Box Cox apresentou pouca assimetria.
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Figura 2: Gréfico para a estimagdo do parametro da transformagdo Box Cox (a) e, gréifico de dispersao e
histograma ap6s a transformacao Box Cox(b)

Considerando que as observacgoes medidas apresentam dependéncia espacial, os dados foram
analisados sugerindo alguns modelos que incluiram a estrutura de dependéncia S(x). O modelo
selecionado por meio do teste da razao de verossimilhancas é descrito a seguir.

Yi = Bo + Bufi(si) + Bafolsi) + S(x) + & (22)

8



sendo f; o efeito da latitude e, f5 o efeito quadratico da longitude.

Tabela 1: Estimativas de maxima verossimilhanga dos pardmetros associados ao modelo e o valor do AIC

Funcao de correlacao Bo b1 B 72 &2 o AIC
Matérn (kappa — 1,0) 200820 109,15 1,49 1,26 3,16 0,33 2383,19
Gaussian 193908 10577 145 1,39 259 037 238321
Exponencial 2044,96 110,89 151 1,05 378 074 238310
Esférico 2115,20 114,66 1,56 1,16 4,53 1,79 2381,07
Wave 218471 118,29 1,61 2,06 289 044 241409

A Tabela 1 apresenta os resultados das estimativas dos parametros e os valores AIC para
o modelo 22. Pelo Critério de Informagao Akaike (AIC), o modelo esférico foi o que melhor se
ajustou ao semivariograma experimental.

Uma forma nao-paramétrica de identificar a dependéncia espacial para o modelo 22 foi
utilizando do envelope simulado, realizando 1000 simulagdes, Figura 3(a). Por meio desta
figura verifica-se que hd uma quantidade consideravel de pontos do variograma fora do envelope
simulado, isto mostra que héa fortes evidéncia para uma dependéncia espacial. O modelo
ajustado apresentou um IDE = 20%), o que representa uma forte dependéncia espacial.

A Figura 3(b) mostra o mapa dos valores ajustados pelo modelo para os valores medianos
da precipitacao pluviométrica no Trimestre Chuvoso. FEsse mapa indica as regioes em que
ocorrem as maiores e as menores estimativas pelo método da krigagem ordinaria. Como pode
ser observado no mapa, as microrregioes do Cariri/Curimatai apresentaram baixos indices
pluviométrico, ja no Sertao e no alto-Sertao foram verificadas as maiores médias mensais da
precipitacao pluviométrica, que pode estar diretamente associada com o periodo chuvoso da
regiao.
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Figura 3: Envelope simulado e variograma empirico (a), e interpolagado por krigagem ordinéria dos valores
preditos pelo modelo 22 para o Trimestre Chuvoso (b)



Na Tabela 2 é apresentado um resumo da distribuicao a posteriori de todos os parametros
do modelo 22. Observa-se que as estimativas para os parametros pelo método Bayesiano foram

préximas das estimativas realizadas na abordagem cldssica, com maior discrepancia para o?.

Tabela 2: Resumo da distribuicao a posteriori dos pardmetros do modelo 22

Parametros ~ Média 25% Mediana  97.,5%

Bo 2078,68 1273,84 207429 2896,69
8 112,83 69,10 112,64 157,16
B 1,54 0,95 1,54 2,14
o? 1,68 1,35 1,67 2,02
® 1,63 1,20 1,60 2,20
72 1,70 1,42 1,69 2,03

Os seguintes procedimentos foram utilizados para a obtencao de alguns resultados por
meio de uma abordagem bayesiana. Diante dos algoritmos MCMC, foram executadas 10 mil
simulacoes e, o periodo de aquecimento foi de 1000 simulacoes.
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Figura 4: Traco de uma cadeia a posteriori dos parametros

A Figura 4 apresenta os graficos dos tragos de uma cadeia a posteriori para os parametros
do efeito fixo (a) e dos efeitos aleatérios (b) do modelo 22 ajustado. Logo, observo-se que
a linha foi aleatdria e nao ficou fixa em nenhuma regiao ao longo das iteracoes, permitindo
verificar que existe fortes evidéncias para a convergéncia da cadeia.

Os resultados obtidos da predicao e variancia da predicao com a estrutura de covariancia
Esférica, utilizando a inferéncia bayesiana, encontram-se na Figura 5.
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Figura 5: Mapa da predigdo (a) e da variancia (b) da predigdo por inferéncia bayesiana

Observa-se que as variancias estao bem préximas e que nos pontos mais claros estas sao
menores (Figura 5(b)).

Silva (2007) realizou um estudo sobre a precipitacdo no Estado da Paraiba, neste ela
analisou o comportamento pluviométrico ocorrido entre os anos de 1975 a 2005, e vericou
que a precipitacao pluvial no Trimestre Chuvoso, em média, foi superior a 100 mm. De base
nesta informacao encontra-se na Figura 6 um mapa de probabilidade de ocorréncia de chuvas
inferior a 100 mm. Verifica-se, em especial, nas microrregides do Cariri/Curimatai um forte
agravante, pois a probabilidade é bastante alta para ocorréncias da precipitacao mensal ser
inferior a 100 mm.
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Figura 6: Mapa de probabilidade da precipitacao mediana abaixo de 100 mm no Trimestre Chuvoso por
inferéncia bayesiana

4. Conclusoes

A metodologia desenvolvida foi baseada na teoria de verossimilhanca e, principalmente
na inferéncia bayesiana, uma vez que pode-se considerar nas predicoes a incerteza associada a
estimacao dos parametros. O modelo que melhor se ajustou aos dados foi o Esférico. Verificou-
se que houve uma forte dependéncia espacial. De uso da inferéncia bayesiana foram estimados
os parametros do modelo e em seguida a convergéncia dos mesmos foi verificada. Por meio
do mapa de probabilidade, observou-se que as microrregioes, Cariri/Curimatai, se encontram
dentro da area de ocorréncia de chuvas mensal abaixo de 100 mm durante o Trimestre Chuvoso.
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