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Prefacio

Este material foi preparado por Stuart Coles e estd sendo traduzido, adap-
tado e expandido para utilizagdo no curso. O material devera ser constante-
mente atualizado durante o curso — verifique sempre a data da tltima atualiza-
¢do. Em um primeiro momento sera feita uma traducdo do texto. Na sequencia
serdo acrescentadas figuras, codigos, texto e exercicios.

PJR]Jr
Curitiba, 10 de marco de 2014
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Capitulo 1

Introducao

1.1 O que é inferéncia estatistica?

Antes de definir inferéncia bayesiana devemos considerar uma questao mais
abrangente, “o que é inferéncia estatistica?”. Muitas defini¢do sdo possiveis
mas a maioria vdo ao encontro ao principio de que inferéncia estatistica é a
ciéncia de tirar conclusées sobre uma “populacdo” a partir de uma “amostra”
de itens retirados desta populacdo. Isto nos remete a diversas questdes sobre
o que se que dizer com “uma popula¢do”, qual a relacdo entre a amostra e a
populacdo, como conduzir a amostragem se todas as op¢des sao disponiveis e
assim por diante. Mas vamos deixar estes topicos de lado, e focar a discussdo
em um exemplo simples.

Suponha que uma Unidade Florestal deseja estimar a proporgdo de drvores
acometidas por uma determinada doenga em uma grande floresta. Ndo é pra-
tico ou mesmo factivel examinar cada drvore, e entdo opta-se por selecionar
uma amostra de apenas n drvores. Reiteramos que ndo vamos discutir aqui
como a amostra pode ser escolhida e tomada, mas supomos que a amostra é
aleatdria, no sentido que se 6 é a proporgédo de arvores na floresta que tomadas
pela doenca, entdo cada drvore na amostra poderd ter a doenga, independen-
temente de todas demais drvores na floresta, com probabilidade 6. Denotando
por X a varidvel aleatdria que corresponde ao ntimero de drvores doentes na
amostra, a Unidade Florestal vai usar o valor observado X = x, para inferir
sobre o pardmetro populacional f. Esta inferéncia pode ser na forma de uma
estimativa pontual (6 = 0,1); um intervalo de confianga (95% de confianca que 6 se
encontra entre [0,08; 0,12]; um teste de hipétese (rejeita a hipotese de que 6 < 0,07
ao nivel de significancia de 5%); uma predicio (prevé-se que 15% das arvores
estardo afetadas no ano seguinte); ou decisdo (decide-se identificar e remover
todas arvores infectadas).

Em cada caso, o conhecimento do valor amostral observado X = x esta
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sendo usado para fazer inferéncias sobre a caracteristica § da populagdo. Além
disto, essas inferéncias sdo feitas especificando-se um modelo de probabilida-
des, f(x]0), que determina como, para um dado valor de 6, as probabilidades
de diferentes valores de X sdo distribuidas.

No exemplo considerado aqui, sob as suposigdes feitas sobre a amostragem
aleat6ria, nosso modelo seria

X|6 ~ Bin(#n,0)

Inferéncia estatistica resulta entdo a uma inferéncia sobre o parametro popula-
cional § baseada na observacao X = x, e basicamente infere-se que valores de 6
que conferem uma alta probabilidade para o valor observado x sdo “mais pro-
véveis” do que os valores que conferem uma baixa probabilidade — o principio
da méxima verossimilhanca. Note que em um contexto mais amplo, inferéncia
estatistica também engloba as questdes de escolha de modelos, verificacdo de
modelos, etc, mas restringe-se aqui a aten¢do na inferéncia sobre os parametros
de uma familia paramétrica de modelos.

Antes de abordar inferéncia bayesiana em particular, hd alguns pontos a
serem considerados sobre a abordagem cldssica de inferéncia. O ponto mais
fundamental é o de que o parametro 6, ainda que desconhecido, é tratado
como uma constante ao invés de aleatério. Esta é a pedra fundamental da te-
oria classica, mas que leva a problemas de interpretagdo. Seria desejavel que
um intervalo de confianca de 95% [0,08;0,12] significasse que ha uma probabi-
lidade de 0,95 que 0 estivesse entre 0,08 e 0,12. Entretanto tal interpretagdo ndo
¢ possivel uma vez que 6 ndo é aleatério: sendo considerado constante, o va-
lor de 6 ou estd no intervalo ou ndo estd — probabilidades ndo estd (e nao pode
estar) associada a isto. O tnico elemento aleatério neste modelo de probabi-
lidades é o dado, portanto a interpretagdo correta do intervalo é a de que se
o procedimento for aplicado “muitas vezes”, entdo, “em uma longa sequen-
cia”, os intervalos que serdo construidos vdo conter o verdadeiro valor de 0
em 95% das vezes. Todas inferéncias baseadas na teoria cldssica sdo forgadas a
terem este tipo de interpretagdo de “frequéncia em longas sequéncias”, muito
embora, por exemplo, temos apenas o intervalo [0,08;0,12] para interpretar.

1.2 O que é inferéncia bayesiana?

O contexto geral no qual a inferéncia bayesiana funciona é idéntico ao an-
terior: hd um parametro populacional 6 a respeito do qual deseja-se fazer infe-
réncias, e um mecanismo probabilistico f(x|0) que determina a probabilidade
de observar cada valor diferente de x, sob diferentes valores de 6. A diferenca
essencial entretanto é a de que 6 é tratado como um quantidade aleatéria. Isto
pode parecer in6cuo, mas de fato leva a abordagens substancialmente diferen-
tes a modelagem e inferéncia.
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Em esséncia, a inferéncia vai ser baseada em f(6|x) ao invés de f(x|6);
isto é, a probabilidade do parametro dada dos dados, ao invés da dos dados,
dado o parametro. Em muitas formas isto leva a inferéncias muito mais na-
turais, mas para atingir isto serd necessario especificar (adicionar ao modelo)
uma distribuigio a priori de probabilidades, f(6), que representa crencas sobre
a distribuigdo de 6 antes de qualquer informacao sobre os dados.

Esta nogdo de distribuicdo a priori para o parametro 6 estd no cerne do pen-
samento bayesiano, e, dependendo se fala com um defensor ou oponente da
metodologia, é ou sua principal vantagem sobre a teoria classica ou sua maior
armadilha.

1.3 Distribuicao a priori

Em quase todas situa¢des, quado se tenta estimar um parametro 6, tem-se
algum conhecimento ou crenca sobre o valor de 6 antes de considerar os dados.
Um exemplo de ? deixa claro isto em termos quantitativos.

Voce olha por sua janela e vé algo grande de madeira com galhos cobertos
por pequenas coisas verdes. Voce postula duas possiveis hipoteses: uma de
que é uma arvore, outra de que é o carteiro. E claro que voce rejeita a hip6-
tese de que é o carteiro porque carteiros em geral ndo se parecem com isto,
enquanto que arvores sim. Desta forma, em linguagem formal, denotanto A o
evento de que voce vé uma coisa de madeira coberta de coisinhas verdes, B; o
evento que é uma arvore e, B, o evento de que é um carteiro, voce rejeita By a
favor de By porque f(A|By1) > f(A|By). Aqui voce estd usando o principio de
maximizar a verossimilhanca.

Mas, voce pode considerar ainda uma terceira possibilidade, B3, de que a
“coisa” é uma réplica de uma &rvore. Neste caso pode bem ser que f(A|By) =
f(A|Bj3), e ainda assim voce rejeita esta hipétese a favor de B;. Isto é, mesmo
que a probabilidade de ver o que voce observou é a mesma sendo uma arvore
ou uma réplica, sua crenga a priori é a de que é mais provavel que seja uma
drvore do que uma réplica e entdo voce incluiu esta informagdo para tomar
sua decisdo.

Considere um outro exemplo, onde em cada caso o modelo para os seus
dados é X|0 ~ Bin(10,0) e observamos x = 10 tal que (verificar) as hip6teses
Hy : 6 < 0,5 érejeitada a favor de Hy : 6 > 0,5 cada vez:

1. Uma mulher que toma cha afirma que pode detectar em uma xicara de
chéd com leite se o leite foi colocado antes ou depois do cha. Ela o faz
corretamente em 10 xicaras que experimenta.

!Estes pontos ficardo mais claros através de exemplos especificos, mas é importante pontuar
desde ja, para estabelecer os varios argumentos a favor e contra a abordagem bayesiana. Deve-
se ler e refletir sobre tais discussdes e controvérsias novamente, a medida que avanga-se mais na
teoria.
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2. Uma especialista em miusica afirma que pode distinguir entre uma parti-
tura de Hayden e uma de Mozart. Ela reconhece corretamente 10 pecas
mostradas a ela.

3. Uma amiga que estd embriagada afirma que pode predizer o resultado
do lancamento de uma moeda honesta e acerta todas as 10 tentativas
efetuadas.

Agora, considerando apenas os dados (10 resultados corretos em todos os
casos) somos for¢ados a tirar as mesmas inferéncias em todos os casos. Mas
nossa convicgdo anterior sugere que é provavel que sejamos mais céticos em
relacdo a afirmagdo da amiga embriagada, um pouco impressionado pela mu-
lher que toma ch4, e de forma alguma surpresos sobre a especialista em musica.

O ponto essencial é o seguinte: experimentos ndo sdo dispositivos abstra-
tos. Invariavelmente, temos algum conhecimento sobre o processo sendo in-
vestigado antes de obter os dados. E sensato (muitos diriam essencial) que
inferéncias deveriam ser baseadas na informagdo combinada que o conheci-
mento a priori e os dados representam.

Apenas para colocar um ponto de vista alternativo, é a esta mesma depen-
déncia em crengas prévias que os oponentes da visdo bayesiana tem objecao.
Crengas prévias diferentes vao levar a diferentes inferéncias na visdo bayesi-
ana das coisas, e é exatamente se isto é visto como uma coisa boa ou ruim que
determina a aceitacdo do ponto de vista bayesiano.

1.4 Caracteristicas da abordagem bayesiana

De acordo com ? pode-se identificar quatro aspectos fundamentais que
caracterizam a abordagem bayesiana para inferéncia estatistica.

¢ Informacédo a priori (anterior) Todos problemas sdo tinicos e possuem
contexto préprio. Este contexto provém de informacdo anterior, e é a
formulacao e exploragdo deste conhecimento anterior que distingue a in-
feréncia bayesiana da estatistica classica.

¢ Probabilidade Subjetiva A estatistica classica depende de uma defi-
nicdo objetiva de “frequéncia de sequencias longas” de probabilidades.
Mesmo sendo desejavel, o que é questiondvel, isto leva a inferencias em-
baragosas. Em contraste, estatistica bayesiana formaliza explicitamente
a nocdo de que todas as probabilidades sdo subjetivas, dependendo de
convicgdes e conhecimentos individuais disponiveis. Deste modo, a ana-
lise bayesiana ¢é individualizada — tinica para as especificaces das con-
vicgdes prévias de cada individuo. Inferéncia é baseada na distribuicao
a posteriori f(6]x), cuja forma serd vista dependente (através do Teorema
de Bayes) das particularidades da especificagdo da priori f(6).
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* Auto consisténcia Tratando o pardmetro 6 como aleatdrio, surge que
todo desenvolvimento da inferéncia bayesiana decorre naturalmente
apenas da teoria de probabilidades. Isto tem muitas vantagens, e sig-
nifica que todas as questdes inferenciais podem ser expressas por decla-
ragOes probabilisticas sobre 6, que por sua vez sdo derivadas diretamente
da distribuigdo a posteriori f(6|x).

* Sem procedimentos “ad-hoc” Devido ao fato de que em inferéncia clas-
sica ndo se pode fazer declara¢des probabilisticas a respeito de 6, diver-
sos critérios sdo desenvolvidos para julgar se um particular estimador

é “bom” em algum sentido. Isto gerou uma proliferacdo de procedi-

mentos, em geral conflitantes uns com os outros. Inferéncia bayesiana

esquiva-se desta tendéncia de inventar critérios ad hoc para julgamento

e comparacdo de estimadores ao contar com a distribuicdo a posteriori

para expressar em termos probabilisticos sem ambiguidade a inferéncia

completa sobre o § desconhecido.

1.5 Objecoes a inferéncia bayesiana

As principais objeces a inferéncia bayesiana, como descrito acima, sdo que
as conclusdes vdo depender de escolhas especificas de priori. Como enfatizado
anteriormente, argumenta-se por outro lado que esta é a beleza da abordagem
bayesiana. Este é (infelizmente) um debate que ndo tem fim. Mas antes de dei-
xar este topico de lado, deve-se destacar que mesmo em inferéncia classica, e
de fato em investigacdes cientificas de modo geral, é implicito que convic¢des
a priori sdo utilizadas. Conhecimento anterior é usado para formular um mo-
delo de verossimilhanca adequado. Em testes de hipotese, crengas a priori so-
bre a plausibilidade de uma hipétese sdo geralmente ajustadas implicitamente
(ou em geral de forma secreta) alterando-se o nivel de significdncia de um teste.
Se acredita-se que os dados devem conduzir a rejei¢do de uma hipétese, isto
pode ser assegurado escolhendo-se um nivel de significancia alto para o teste!
De certa forma entdo a incorporacdo de informacédo anterior é formalizada na
inferéncia bayesiana, o que é em geral feito “atrds da porta” na andlise classica.

Ha ainda uma outra forma de pensar sobre inferéncia bayesiana que pa-
rece evitar qualquer dificuldade conceitual ou filoséfica com conhecimento a
priori. Em inferéncia cléssica, estimadores de méxima verossimilhanga séo ob-
tidos escolhendo o ponto no espago paramétrico que maximiza a superficie de
verossimilhanca. Uma forma de pensar sobre inferéncia bayesiana é que ela
equivale a fazer uma média (ponderada ou integrada) sobre a superficie de ve-
rossimilhanca ao invés de maximizar. Isto parece bastante sensato e sem con-
trovérsias. A controvérsia surge devido ao fato de que a média é ponderada
de acordo com a distribui¢do a priori. Mas, mesmo em inferéncia cldssica, é
bastante comum atribuir pesos diferentes a diferentes pedagos de informacao
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(por exemplo, em regressdo ponderada), portanto, novamente parece que os
fundamentos da inferéncia bayesiana aos quais alguns se opdem, sdo simples-
mente procedimentos que implicitamente sdo de fato efetuados em estatistica
cléssica.

1.6 Revisao do Teorema de Bayes

Em sua forma basica, o Teorema de Bayes é simplesmente um resultado de
probabilidade condicional:

Teorema 1.1 (Teorema de Bayes em sua forma bésica). Se A e B sdo dois eventos
com P[A] > 0 entio:
P[A|B|P[B]

PIBIA) = =50

A prova é trivial. O uso do teorema de Bayes, em aplica¢des de probabili-
dades, é o de reverter o condicionamento dos eventos. Isto é, o teorema mostra
como a probabilidade de B|A est4 relacionada com a de A|B 2.

Uma pequena extensio do teorema é obtida considerando eventos
C1,C,...,Cr que formam uma particdo do espago amostral (), tal que C; N
C] =Qsei#jeCiUCU...UC, = Q. Entdo,

_ _ PIA|G]PIC]
Y, P[A|C]P[C]

P[C;|A] parai=1,...,k

Exemplo 1.1  Um procedimento de testes de diagnéstico para HIV é aplicado a uma
populagdo de alto risco; acredita-se que 10% desta populagio é positiva para o HIV. O
teste de diagnéstico é positivo para 90% das pessoas que de fato sdo HIV-positivas, e
negativo para 85% das pessoas que ndo sdo HIV-positivas. Qual a probabilidade de
resultados falso-positivos e falso-negativos?

Notagao: A: pessoal é HIV-positiva, e B o resultado do teste é positivo.
Temos P[A] = 0,1, P[B|A] = 0,9 e P[B|A] = 0,85. Entao:

P|[falso positivo] = P[A|B]
_ PIBIAIP[A]
- P[B|
0,15 x 0,9

= == 0,6
(0,15x0,9) + (09 x0,1)

2J4 adiantando, podemos vislumbrar como isto serd utilizado como a base para o procedimento
de inferéncia: a verossimilhanga nos informa sobre x|6, mas deseja-se fazer inferéncias baseadas
em 0|x. O teorema de Bayes ¢é a chave para tal inversao.
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De forma similar,

P[falso negativo] = P[A|B]
_ P[B|AJP[A]
~ P[B|
01x0,1

- =0,0129
(01x0,1)+ (08 x09)

Nao ha controvérsia aqui. Mas vamos ver um segundo exemplo que insinua
um pouco mais os tipos de questdes que serdo encontradas mais adiante.

Exemplo 1.2 Em uma sacola hd seis bolas de cores desconhecidas. Trés bolas sdo
retiradas sem reposigio e verifica-se que sio pretas. Encontre a probabilidade de que
ndo hajam bolas pretas restantes na urna.

Seja A : 3 bolas pretas sdo retiradas, e C;: haviam i bolas pretas na sacola.
Entdo pelo teorema de Bayes:

T RS PIAIGIPIC]

Mas ha uma questdo essencial aqui: quais valores atribuimos a
P[Cp],...,P[C¢]? Estas sdo as probabilidades dos diferentes nameros de
bolas pretas na sacola, antes (a priori) de ter visto os dados (retirada de trés
bolas pretas). Sem nenhuma outra informacédo ao contrario, pode-se bem assu-
mir que todos os niimeros de bolas pretas sdo igualmente provéaveis tomando
portanto P[Cy] = P[C;] = ... = P[C¢] = 1/7. De fato tal especificagdo de
priori serd utilizada no exemplo daqui em diante. Mas, esta especificagdo é a
mais razodvel? Poderia-se tomar o ponto de vista de que é bastante provavel
que todas as bolas na sacola sejam da mesma cor, e consequentemente dar
maior probabilidade a P[Cp] e P[Cy]. Ou poderia-se obter a informagdo do
fabricante que sdo produzidas bolas de 10 cores diferentes. A partir desta
informagdo poderia-se adotar o ponto de vista a priori de que cada bola
é preta com probabilidade 1/10 e usar tal fato como base para calcular as
probabilidades a priori. O ponto é que é necessario pensar bem sobre como
expressar opinides a priori, e que a resposta que serd obtida vai depender do
que acreditamos ao inicio.

Esta discussdo vai ser retomada mais adiante. Por agora, usando a espe-
cificagdo mencionada de priori, simplesmente aplicamos o Teorema de Bayes
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para obter:
P[C3|A] _ 6P[A|C3]P[C3]
Yo PIAIG]IPIC)]
_ 7% (x5x3)
IxExD+ExExD+(ExExD)]

%[O—i—O—i—O—i—(%x%x%)—F(
1

T35

Desta forma, os dado atualizaram a opinido prévia que P[C3] = 1/7 para a
probabilidade a posteriori P[C3] = 1/35. Isto é, 0 evento torna-se muito menos
provavel ap6s os dados serem obtidos.

1.7 Exercicios

Exercicio 1.1 Extratos de rocha A e B sio dificeis de distinguir no campo. Através de
estudos de laboratério detalhados foi determinado que a iinica caracteristica que pode
ser 1itil para ajudar discriminar é a presenga de fossil de um determinado animal mari-
nho (brachipodos). Em exposicdes de rochas de tamanho usualmente encontrados, as
probabilidades de presenca do fossil sido mostradas na tabela 1.1. Sabe-se também que
a rocha do tipo A ocorre com frequéncia quatro vezes maior do que do tipo B na drea
de estudo. Se uma amostra é tomada, e o fossil é encontrado, calcula-se a distribuigdo

Extrato | Fossil Presente  Foéssil ausente
A 0,9 0,1
B 0,2 0,8

Tabela 1.1: Probabilidades de presenca e auséncia de f6ssil em cada extrato.

posteriori dos tipos de rocha.

Se um gedlogo sempre classifica como A quando o fossil é encontrado, e classifica como
B quando ausente, qual a probabilidade de que vai acertar a proxima classificacio?

Exercicio 1.2 Repita o Exemplo 1.2 usando uma escolha diferente de distribuicio pri-
ori. De que forma esta mudanga de priori afeta a probabilidade a posteriori de ndo haver
bolas pretas restando na bolsa?



Capitulo 2

Atualizacao Bayesiana

2.1 Introducao

Como delineado no Capitulo 1, a esséncia da abordagem bayesiana é tra-
tar o pardmetro desconhecido # como uma varidvel aleatdria, especificar uma
distribuicdo a priori para 8 que represente as convic¢des sobre 6 antes de ver
os dados, usar o Teorema de Bayes para atualizar as convic¢des a priori na
forma de probabilidades a posteriori e fazer inferéncias apropriadas. Portanto
ha quatro passos caracteristicos da abordagem bayesiana:

1. especificagdo da verossimilhanca do modelo f(x|0);
2. determinacao da priori f(6);
3. célculo da distribuicdo posteriori f(0|x), obtida pelo Teorema de Bayes;

4. extrair inferéncias da distribui¢do posteriori.

Neste Capitulo, o Teorema de Bayes serd reexpresso em uma forma ade-
quada para varidveis aleatérias ao invés de eventos e serdo considerados ques-
tdes que emergem quando se tenta usar tal resultado no contexto da inferéncia
sobre um parametro 0. As questdes serdo abordadas em capitulos subsequen-
tes. Serdo também examinados diversos exemplos em que particulares combi-
nagdes de prioris e verossimilhangas produzem formas matematicamente con-
venientes para a distribuigdo a posteriori.
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2.2 Teorema de Bayes

O Teorema da Bayes expresso em termos de varidveis aleatérias com den-
sidades denotadas genericamente por f(-) tem a forma:

ORGSO (x0)
FOR) =50 = TROfxlede

Esta notacdo sera usada em ambos os casos, com X discreta ou continua, em
que, no caso continuo f é a fun¢do de densidade de probabilidade como de
costume, mas no caso discreto, f é a fun¢do de massa de probabilidade de X.
De forma similar, 8 pode ser discreto ou continuo, mas se for caso discreto
J f(0)f(x|6)d6 deve ser interpretado como Y; f(6;) f (x|6;).

Note que o denominador no Teorema de Bayes é uma funcdo apenas de
x resultante de uma integracdo em 6 (ou seja, 8 for "integrado fora"). Desta
forma, uma outra maneira de escrever o Teorema de Bayes é:

f(0)]x) o £(6)f(x]0)

ou, em palavras, “a posteriori é proporcional a priori vezes a verossimilhanca”.

2.3 Tépicos

2.3.1 Escolha do modelo de verossimilhanga

Isto depende do mecanismo do problema em questdo, e é o mesmo pro-
blema encarado ao se usar inferéncia classica — qual o modelo adequado para
os dados? Em geral, o conhecimento da estrutura pela qual os dados foram ge-
rados pode sugerir modelo apropriados (por exemplo, amostragem binomial
ou contagens Poisson), mas em geral o modelo serad definido hipoteticamente
(Y é relacionado com X com erros normais independentes, por exemplo) e sua
plausibilidade é avaliada posteriormente no contexto dos dados.

2.3.2 Escolha da priori

Esta questdo é fundamental para a abordagem bayesiana, e vai ser discu-
tida em mais detalhes no Capitulo 3. Entretanto destacam-se desde ja alguns
pontos.

1. Devido ao fato de que a priori representa sua a opinido sobre 6 antes
de se observar os dados, segue-se que a andlise subsequente é tnica a
voce. Uma priori diferente de outra pessoa leva a um anélise a posteriori
diferente. Neste sentido a andlise é subjetiva.
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2. Serd visto adiante que, desde que a priori ndo seja “completamente ndo
razodvel”, o efeito da priori tem menor influéncia uma vez que mais e
mais dados se tornam disponiveis. Desta forma, em certo sentido uma
maé especificacdo da priori deixa de ser importante desde que haja uma
quantidade de dados disponiveis suficientes para isto.

3. Em geral, pode-se ter uma “ideia vaga” de como deve ser a priori (talvez
a média e varidncia possam ser fornecidas), mas ndo se pode ser mais
preciso do que isto. Em tais situagdes pode-se usar uma forma “con-
veniente” para a priori que seja consistente com a opinido prévia, mas
que também tornem o tratamento matemaético simples e direto. Alguns
exemplos disto serdo vistos logo adiante.

4. Por vezes pode-se ter a sensacdo de que ndo ha conhecimento prévio
sobre um parametro. Em tais situa¢des pode-se desejar usar uma priori
que reflita a ignoradncia sobre o parametro. Muitas vezes isto é possivel,
mas hd algumas dificuldades envolvidas. Isto serd discutido em mais
detalhes no Capitulo 3.

2.3.3 Computacao

Embora extremamente simples a principio, na pratica, a implementacdo do
Teorema de Bayes pode ser dificil computacionalmente, principalmente de-
vido a constante normalizadora do denominador. Sera visto que para certas
combinagdes priori-verossimilhanga, esta integracdo pode ser evitada, mas em
geral, técnicas especializadas sdo necessérias para simplificar esta cdlculo —
veja Capitulo 8

2.3.4 Inferéncia

A andlise bayesiana fornece a inferéncia mais completa no sentido de que
todo o conhecimento a respeito de 6 disponivel a partir da priori e dos dados
é representado pela distribuigdo posteriori. Isto é, f(6]x) é a inferéncia. Ainda
assim, muitas vezes deseja-se resumir a inferéncia na forma de uma estimativa
pontual ou intervalar. Isto serd discutido no Capitulo 5.

2.3.5 Tépicos avancados

Em estatistica classica discute-se em detalhamento considerdvel o papel de
estatisticas suficiente, ancilares, etc. Estes conceitos possuem papel analogo
em inferéncia bayesiana, mas em geral sdo mais atraentemente intuitivos. Por
exemplo, em inferéncia bayesiana, a suficiéncia pode ser caracterizada dizendo
que se particionamos os dados em x = (x1,x2), entdo x; é suficiente para 6 se
f(8]x) é independente de x;.
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2.4 Exemplos

Exemplo 2.1  Quando uma mdquina em particular se torna defeituosa, a causa pode
ser devido uma falha no motor ou uma falha na transmissio. A localizagdo da falha sé
pode ser determinada desmontando-se a mdquina. Entretanto, a falha gera trés tipos de
sintomas observdveis: apenas aquecimento (AQ), tragio irreqular (TI), ou ambas. Re-
gistros anteriores foram usados para estabelecer as probabilidades na tabela 2.1. Além
disto, sabe-se que 60% das falhas em mdquinas deste tipo sio devidas a transmissio,
portanto f(6,) = 0,60. Obtenha a distribuicdo a posteriori f(0|x) e interprete ade-
quadamente os resultados.

Tabela 2.1: Tabela de probabilidades das causas de defeitos
Localizagdo da falha | AQ (xq) TI(xp) ambas (x3)
Motor 0,10 0,40 0,50
Caixa de marchas 0,50 0,30 0,20

Para este simples exemplo de um caso discreto as andlises podem ser ta-
buladas como mostrado na tabela 2.2 que se usa-se que f(x,0) = f(x|0)f(0) e
f(x) =Xy f(x,0:).

Tabela 2.2: Tabela de probabilidades das causas de defeitos
f0) || f(xl0) | x X X3
04 2 0,10 0,40 0,50
0,6 ) 0,50 0,30 0,20
f(x,0) 61 0,04 0,16 0,20
6, 0,30 0,18 0,12
f(x) 0,34 0,34 0,32
f(6]x) 61 4/34 16/34 20/32
6, 30/34 18/34 12/32

Agora, uma forma de interpretar esta andlise é verificando as “chances”
(odds) para cada um dos dois tipos de falhas. Antes da informac&o sobre X, as
chances eram de 3:2 a favor de 6, (uma vez que 60% das falhas eram na trans-
missdo). Mas tendo observado x, estas chances mudaram para 15:2 a favor de
6 se observa-se que x = x1, 9:8 a favor de 6, se observa-se que x = x, e 5:3
a favor de 6, se observa-se que x = x3. Consequentemente, se o critério de
decisdo é selecionar o diagnoéstico de causa de falha mais plausivel, observar
X1 ou xp levaria a decisdo de que a falha é na transmissdo, mas observando x3
levaria a decisdo de que a falha seria no motor.!

Note-se que neste ponto estd se adotando um critério muito simples de decisdo. Na pritica,
diversas outras consideragdes relevantes podem ser levadas em conta. Por exemplo, desmontar
a transmissdo pode ser muito mais trabalhoso do que o motor, e portanto a decisdo poderia ser
desmontar o motor primeiro, mesmo que a maiores chances a posteriori apontassem para falha na
transmissdo. Consideragdes deste tipo serdo discutidas em andlise bayesiana de decisdo no Capitulo 5.
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Exemplo 2.2 (Amostragem binomial.) Suponha o modelo X ~ Bin(n,0), e que
deseja-se fazer inferéncias sobre 6.
Portanto,

F(x|0) = (Z)exu "X, x=0,...,n

E claro que, em geral, a escolha da especificagio da priori para 0 vai variar
de problema para problema, e por defini¢do vai depender da extensédo do co-
nhecimento prévio sobre a situagdo. Entretanto, procede-se aqui considerando
uma possivel familia de distribui¢des a priori que, como sera visto, dard ori-
gem a computagdes simplificadas. O ponto a este respeito é que espera-se que,
uma vez que a familia seja bastante vasta e inclua uma diversidade suficiente
de formas possiveis, pode-se usar uma priori desta familia que se aproxima das
verdadeiras opinides prévias. Se isto ocorre, consegue-se respostas calculadas
de forma simples. Se, entretanto, ndo hd uma priori dentro desta familia que
pareca com o que realmente se acredita, entdo tal abordagem deve ser evitada.

Desta forma, neste caso, suponha que pode-se representar as opinides a
priori sobre f por uma distribuicdo Beta:

6 ~ Beta(p,q)

tal que

£(6) = mep-lu gy (0<0<1)

x 0P (1 —0)17L.
Entéo, pelo Teorema de Bayes

f(Blx) o £(0)f(x16)
o ¥(1— 0)" % x 6P~ 1(1— 9)1!
_ 9p+x71(1 _ 9)q+n7x71'

Agora, como sabemos que f(6|x) é uma densidade de probabilidades propria,
ha que ser que
fx ~ Be(p +x,9+n —x).

Desta forma, através de uma cuidadosa escolha, obtém-se uma distribuicdo a
posteriori que pertence & mesma familia que a distribuigdo a priori, e fazendo
isto evita-se o calculo de qualquer integral. O efeito dos dados é simplesmente
modificar os parametros (p,q) da distribui¢do priori beta para (p + x,q +n —
x).

Como um exemplo numérico considera o conjunto da dados “CANCER”
tomado do programa First Bayes.> De 70 pacientes que receberam tratamento

2First Bayes é um programa computacional, escrito por Tony O’Hagan, que ilustra uma varie-
dade de andlise bayesianas. Estd disponivel em http://tonyohagan.co.uk/1b/.
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segundo um novo protocolo para uma particular forma de cancer, 34 sobre-
viveram além de um periodo especificado. Denote por 6 a probabilidade de
sobrevivéncia dos pacientes. Consultas com médicos especialistas, que sao
familiarizados com ensaios clinicos similares os levam a expressar o conhe-
cimento a priori que E[f] = 0,40 e Var[f] = 0,02. Agora, se a distribui¢do
beta é considerada razoavel para representar os conhecimentos prévios, entdo
deve-se escolher uma distribui¢do a priori 6 ~ Beta(p, q) tal que E[f] = 0,40 e
Var[f] = 0,02. Tem-se entdo que:

p pq
— =V, e — ,02 .
p+q (p+9)?2(p+q+1)

E fécil verificar (faga isto! que, fazendo m = E[f] e v = Var|[f] as equagdes sao
resolvidas por:

(1 —m)m? (1 —m)?m
p=——"—"—m ¢e (= —(1—7’]’1),
v v
o que neste caso levaa p = 4,4 e q = 6,6. Isto especifica a distribuicdo da priori
para 6, sendo um exemplo simples de elicitagdo de priori. Na prética seria
necessdrio assegurar que toda a distribui¢do (e ndo apenas a média e varidncia
dados) seja consistente com as opinides especialistas anteriores. Presumindo-

se que é, obtém-se agora a distribuigdo posteriori como sendo:
6 ~Beta(p+x=44+34=384,0+n—x=6,6+70—34 =426).

Esta distribui¢do posteriori sumariza toda a informacéo a respeito de 6 e repre-
senta a completa inferéncia sobre 6. Serd discutido posteriormente como, se
necessario, pode-se resumir esta inferéncia, mas por agora pode-se ver como
os dados modificam a opinido anterior comparando as esperancas da priori e
posteriori:
Blo) = —F—  eBpjy = P
p+q ptqg+n

No caso considerado:

E[f] =040 eE[f|x] = 0474,

e portanto o efeito dos dados observados foi aumentar a estimativa a priori
de 0 de 0,40 para 0,474. Por outro lado, um estimador natural para 6, baseado
apenas nos dados, seria x/n = 37/80 = 0,486, que é o estimador de maxima
verossimilhanga. A estimativa a posteriori é um compromisso entre a opinido
prévia e a informagdo fornecida pelos dados.

De forma mais geral, se x e n sdo grandes em relagdo a p e g estdo a espe-
ranca na posteriori é aproximadamente x /7, a estimativa de maxima verossi-
milhanga. Por outro lado, se p e g sdo moderadamente elevados, entdo terdo
uma influéncia razodvel na média a posteriori. Também pode ser verificado
que a medida que x e 7 aumentam — ou mesmo se valores elevados sdo atri-
buidos a p e g — entdo a varidncia a posteriori diminui.
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Exemplo 2.3  (Amostragem Poisson.) Suponha que Xy, . . ., Xy sio um conjunto de
varidveis aleatdrias independentes com distribuicio N(6).
Tem-se que:

n 67963(1-

10]) =T1

i=1
o« e ML,

x,'!

Como no caso binomial, convic¢des anteriores sobre 6 irdo variar de pro-
blema para problema, mas procura-se aqui por uma forma que acomode di-
ferentes possibilidades, mas sendo também matematicamente tratdvel. Neste
caso supde-se que as convicgdes a priori podem ser representadas por uma
distribui¢do Gama, 6 ~ Ga(p, q) e entdo

£6) = "6 Lexp(—g0) (0> 0)
Assim, pelo Teorema de Bayes,
f(f]x) « r{;}}:)ﬂpl exp{—q0} x 60X exp{—nb}

o P RN exp{—(q +n)6}

e consequentemente,

n
0lx ~Ga(p+ ) xi,q+n),
i=1
uma outra distribui¢do gama cujos pardmetros, em comparagdo com a priori,
sdo modificados pelos dados através de )} | x; e n. Note-se que os valores
individuais de x; ndo sdo necessdrios, apenas a sua soma. Dizemos entdo que
Y.i' 1 x; é suficiente para 6.

Como um exemplo numérico, novamente tomado do programa First Bayes,
seja 6 o namero médio de gansos de um bando dentro de uma determinada re-
gido. Fotografias aéreas detalhadas de 45 bandos fornecem Y¥°, x; = 4019.
Supde-se que a média e varidncia a priori para 0 sdo 100 e 20, respectiva-
mente. Desta forma, usando o fato de que se Y ~ Ga(p,q) entdo E[X] = p/q
e Var[X] = p/q?, resolvendo para p e g obtém-se p = 500 e g = 5. Portanto a
distribui¢do a posteriori obtida é 6|x ~ Ga (4519, 50).

Exemplo 2.4 (Média da normal.) Suponha que Xy, ..., X, sido um conjunto de
varidveis aleatérias independentes com distribuicio N(0,0?), em que o é conhecido.
Entao,
1 ;—0)?
xp 1)
V2o 20

f(xil6) = b
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e a verossimilhanga fica

9)

n . _ 0)2 n Y
l(elx) = (271.0.2)11/2 exp{f%} o« exp{fw

202 b

Agora, suponha que as convicgdes a priori sobre § podem elas mesmas
serem representadas por uma distribuicdo normal § ~ N(b,d?). Novamente,
esta escolha visa obter uma andlise matematica simples, mas deve apenas ser
usada se tal escolha é de fato uma boa aproximagédo a crenca a priori sobre 6.
Entdo, pelo Teorema de Bayes,

f(9|x)0<exp{_(92_dzb)2} eXp{‘W}

(0D Y (x—6)? }
242 202

(6> — 200 +b* YL, X7 —2nX0 + n6?
242 202

{

{ %
wor{3 [ (@) - ()]}

|

=12
_1<1+”) o2ty
2\d? o2 ;74_%

b nx
-
fx ~N | —,
1 + L 1 + 1
a2 o2 a2l o2
Este resultado é expresso de forma mais concisa definindo-se “precisdao” como
sendo o reciproco da variancia, i.e., seja T = 1/0? e c = 1/d?. Entao,

Portanto,

ch, ™ 1
c+nt’ c+nt

0)x ~ N( ).

Antes de ver um exemplo numérico, algumas observacdes podem ser feitas.

1. Observe-se que
E[0]x] = yub + (1 — 10)X

em que

c
c+nt’
ou seja, a média da posteriori é simplesmente uma média ponderada
entre a média da priori e X. Além do mais, o pardmetro ponderador v, é
determinado pela forga relativa da informacdo na priori em comparagao
com a dos dados. Isto é, se nt é grande relativamente a c, entdo v, ~ 0O e
a média da posteriori é proxima de x.

Tn =
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2. Observe que “precisdo a posteriori” = “precisdo a priori” + n x “precisdo
de cada dado”.

3. Quando n — oo, entdo (vagamente)

2
_0
f|lx ~ N(%, ?)

de tal forma que no limite a priori ndo tem efeito.

4. Quando d — oo, ou equivalentemente, c — 0, novamente se obtém que

2
_0
f|lx ~ N(%, ?)

5. Note-se que a distribuigdo posteriori depende dos dados apenas atra-
vés de ) | x; e ndo através dos valores individuais dos x;. Novamente,
como ocorria no modelo Poisson-Gama, dizemos que Y ; x; é suficiente
para 6.

Os pontos 3 e 4 sdo sutis e serdo discutidos posteriormente com maiores deta-
lhes.

Como um exemplo numérico, também tomado do programa First Bayes,
considera-se um conjunto histérico de dados registrados por Henry Caven-
dish no século XVIIL Ele tomou 23 medidas da densidade da terra. Para estes
dados, ¥ = 5,48 e supde-se aqui que a variancia de seu erro de medida é co-
nhecida e igual a 0,04. Agora, supde-se que, de experimentos prévios, a priori
para 6, a densidade da terra, é considerada ser N(5,4;0,01). Entdo, temos que
a posteriori é simplesmente obtida como sendo 6|x ~ N(5,46;0,00303).

2.5 Toépicos gerais

Os principios e detalhes encontrados nos exemplos anteriores levantam
uma série de questionamentos que serdo discutidos agora.

2.5.1 Atualiza¢do sequencial

Foi visto que o Teorema de Bayes fornece um mecanismo pelo qual a infor-
macao anterior é atualizada pelos dados fornecendo a informagéo a posteriori.
Entédo, essa tltima serve como a “nova” informacéo a priori antes de mais da-
dos serem disponibilizados. Isto d4 origem a uma questdo em particular: se
uma sequencia de dados é obtida, e a opinido é atualizada na chegada de cada
novo dado individualmente, o resultado obtido ao final seria diferente do que
o obtido caso se esperasse até que todos os dados fossem disponibilizados e s6
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entdo atualizar a priori, de uma s6 vez? Para responder esta pergunta, consi-
dere o caso simples em que se observa x1, e atualizando a priori pelo Teorema
de Bayes obtém-se:

f(0lx1) = c1- f(6) - f(x1]0) o £(0) - f(x1]6)

em que ¢; é a contante normalizador. Esta f(6|x1) se torna a nova distribui¢do
a priori antes de x; ser observado. Entéo,

f(Olx1,x2) = c2- f(0) - f(x1]0) - f(x2]0)
< f(8) - f(x1]6) - f(x2]0)
= f(0) - f(x1,x2(0)

que é o mesmo resultado que seria obtido atualizando-se diretamente com base
em toda a informacgdo (x3,x;). Por indugdo, o argumento estende-se para se-
quencias de qualquer ntimero de observagdes.

2.5.2 Suficiéncia

Em estatistica cldssica, a suficiéncia tem um papel central em ambos, desen-
volvimentos tedricos a aplicagdes praticas. O mesmo ocorre em andlise baye-
siana, e ja foram vistos diversos exemplos em que a distribui¢do a posteriori
depende dos dados apenas através de uma estatistica suficiente.

H4 uma caracterizagdo adicional natural de suficiéncia sob o enfoque baye-
siano, que, embora atrativa intuitivamente, ndo tem lugar em estatistica clas-
sica. Suponha que os dados podem ser particionados em x = (x1,x;), entdo
x1 € suficiente para 6 se f(6]x) é independente de x;, (neste caso x; é dito ser
ancilar). Pode-se provar que isto é equivalente a suficiéncia no sentido de infe-
réncia classica.

2.5.3 O principio da verossimilhanga

O principio da verossimilhanga estabelece que se dois experimento produ-
zem a mesma verossimilhanga (proporcionalmente), entdo as inferéncias sobre
 devem ser a mesmas em ambos os casos. Em outras palavras, todos os aspec-
tos de inferéncia devem ser baseados apenas na fun¢éo de verossimilhanga. A
principal virtude da abordagem bayesiana é a de que técnicas bayesianas sédo
inerentemente consistentes com o principio da verossimilhanga , enquanto que
diversos procedimentos basicos de estatistica classica violam tal principio.

2.6 Exercicios

Exercicio 2.1 Em cada um dos casos a seguir, obtenha a distribuicio posteriori:
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1. x1,..., %y é uma amostra aleatoria de uma distribuicdo com fungio de probabili-
dades:

f(x|6)=6*"11-6); x=1,2,...

com distribuigdo a priori Beta(p,q) com densidade:

_orta—e)yt

, 0<0<1.
B(p.q)

f(9)

2. x1,...,%y € uma amostra aleatéria de uma distribuigdo com fungdo probabilida-
des:
—0px
e "0
; x=01,...
x!

f(x[6) =

com distribuicdo a priori

fe)=e"?; 0<o.

Exercicio 2.2 A proporgio 6 de itens defeituosos em um grande carregamento é
desconhecida, mas uma avaliacdo especializada atribui a 6 a distribuigdo a priori
Beta(2,200). Se 100 itens sdo selecionados ao acaso do carregamento, e sio encon-
trados trés defeituosos, qual a distribuicdo a posteriori de 67

Qual seria a distribuicdo a priori adotada por um outro estatistico que, tendo observado
trés defeituosos, calcula a distribuigdo a posteriori como sendo uma beta de média 4/102
e varidncia 0,0003658?

Exercicio 2.3 O didmetro de um componente em uma longa sequencia de produgdo
varia segundo uma distribuicio N(6,1). Um engenheiro especifica a distribuicio a
priori de 8 como sendo N(10;0,25). Em uma sequencia de produgio 12 componentes
sdo amostrados e encontra-se que a média amostral é de 31/3. Use esta informagdo para
calcular a probabilidade de que o didmetro médio do componente é de pelo menos 10
unidades.

Exercicio 2.4 O niimero de defeitos em um rolo de 1200 metros de uma fita magnética
possui distribuicdo Poisson(0). A distribuicdo priori para @ é Gama(3;1). Quando
cinco rolos deste tipo sdo selecionados ao acaso, o niimero de defeitos encontrados em
cada um deles é: 2, 2, 6, 0 e 3, respectivamente. Determine a distribuicdo a posteriori
de 0.

Exercicio 2.5 Suponha que o tempo em minutos necessdrio para atender um cliente
em um banco possui uma distribuicio exponencial com pardmetro 6. A priori estabele-
cida para 0 é a distribuicido Gama com média 0,2 e desvio padrio 1. Se o tempo médio
observado para atender 20 clientes é de 3,8 minutos, determine a distribuicdo posteriori
para 6.
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Exercicio 2.6 Uma amostra aleatéria x1,. .., Xy é tomada de uma distribuicdo Pois-
son de média 0. A distribuicdo a priori para 0 é Gama com média pg. Se a média
amostral é X, mostre que a média da distribuicdo a posteriori de 0 vai ser uma média
ponderada da forma

YnXn + (1 - ')/n)]/lol

e mostre que -y — 1 quando n — oo,



Capitulo 3

Especificacao de prioris

3.1 Introducao

Foi visto que a diferenga fundamental entre estatistica cldssica e bayesiana é
que em estatistica bayesiana parametros desconhecidos sdo tratados como va-
ridveis aleatorias, e que o uso do Teorema de Bayes requer a especificagdo de
prioris para estes parametros. Ainda que isto facilite a inclusdo de convicgdes
anteriores genuinas sobre os parametros, por outro lado, a escolha da distribui-
¢do a priori ndo pode ser feita cegamente; deve haver um cuidado consideravel
e hé alguns tépicos bastante relevantes envolvidos. Neste capitulos sdo vistos
alguns destes topicos.

3.2 Prioris conjugadas

As dificuldades computacionais na utilizagdo do Teorema de Bayes surgem
quando é necessario avaliar (calcular) a constante normalizadora do denomi-
nador,

flx) = / £(0)f(x]6)de.

Por exemplo, suponha que Xj, ..., X, sdo varidveis aleatérias independentes
com distribui¢do Poisson X|6@ ~ P(6) e a opinido prévia sobre 0 é a de que
definitivamente estd no intervalo [0,1], mas que todos os valores neste intervalo
sdo igualmente provaveis: entdo, f (#) = 1,0 < 0 < 1. Neste caso a constante
normalizadora é

1
/ exp(—nf)6%idg,
0

e esta integral, que corresponde a uma fun¢do gama incompleta, ndo pode ser
calculada analiticamente e, portanto, s6 pode ser avaliada numericamente.
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Portanto, nota-se que mesmo escolhas simples de prioris como a priori uni-
forme desse exemplo, podem os levar a problemas numéricos impraticaveis.
Entretanto, foram vistos trés exemplos no capitulo anterior nos quais a escolha
criteriosa da priori leva a calculos da posteriori que ndo exigem nenhuma in-
tegragdo. Em cada um destes casos foi possivel identificar a distribuicdo priori
para a qual a distribuicdo posteriori seja da mesma familia de distribuigdes que
a priori; tais prioris sdo chamadas prioris conjugadas. Considera-se agora ainda
um outro exemplo em que a priori conjugada pode ser encontrada.

Exemplo 3.1  (Amostragem Gama.) X1, ..., Xy sdo varidveis aleatdrias indepen-
dentes com distribuicio X ~ Gal(k,0), em que k é conhecido. (Note que o caso k = 1
corresponde a distribuicdo exponencial). Entdo

1(6]x) o 6" exp{—6 Y xi}.
Agora, estudando esta forma, tomada como uma funcéo de 6 sugere que pode-
se tomar uma priori da forma

£(8) < 67~ T exp{—q6}

isto é, 0 ~ Ga(p,q), entdo pelo Teorema de Bayes

F(8lx) o 0P T exp{—(q + ) _x;)6},
aentdo O|x ~ Ga(p + nk, g+ ¥ x;).

3.2.1 Uso de prioris conjugadas

O uso de prioris conjugadas deve ser visto como o que realmente é: um
instrumento matematicamente conveniente. Entretanto, a expressdo de con-
vicgdes e opinides anteriores na forma de uma distribui¢do paramétrica sem-
pre é uma aproximagdo. Em diversas situagoes, a familia conjugada de prioris
é ampla o bastante para que uma priori conjugada seja encontrada de forma a
ser suficientemente préxima as convicgdes prévias para que este nivel de apro-
ximacdo seja aceitdvel. Entretanto, se este ndo for o caso, tais prioris ndo devem
ser utilizadas apenas para facilitar a matematica.

3.2.2 Obtencao de prioris conjugadas

Desde de néo estejam em conflito com as convicgdes prévias, e desde que
tal familia possa ser encontrada, a simplicidade induzida pelo uso de prioris
conjugadas é muito atrativa. Isto leva a questdes sobre em quais situac¢des a
familia conjugada pode ser encontrada. Surge que o tinico caso em que con-
jugadas podem ser facilmente encontrados sdo para modelos na familia expo-
nencial. Isto é, a distribuicdo de x é da forma:

f(x]6) = h(x)g(0) exp{t(x)c(6)}
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para fungdes h, g e c tais que

/f(x|9)dx =g(0) /h(x) exp{t(x)c(f)}dx = 1.

Isto pode parecer restritivo, mas na realidade inclui distribui¢des frequente-
mente utilizadas como a exponencial, a Poisson, a Gama com um pardmetro, a
binomial e a normal (com varidncia conhecida).

Entdo, com uma priori f(6),

f(0]x) o< f(0)f(x[6)
H{h Xi }g eXp{Zt x;)c(0)}

o f(0)8"(0) EXP{; t(x;)e(0)}

Portanto escolhendo
£(0) o g%(6) exp{bc(6)}
obtém-se

n

F(0]x) < g"(0) exp{cw)[; H(x;) + D]}
= ¢"exp{Be(9)},

o que leva a uma posteriori na mesma familia da priori, porém com parametros
modificados.

Pode-se verificar facilmente que todos os exemplos de prioris conjugadas
vistos até aqui podem ser obtidos desta forma geral. Por exemplo, no caso
binomial:

o) = (2)ora— oy
= (:) eXP{xlog(%) +nlog(1—0)}.

Na notagdo da familia exponencial tem-se que h(x) = (%), g(6) = (1 —06)",

X
tHx)=x,ec(0) = log(l%?)). A priori conjugada assume a forma:

£(6) o [(1— 0)")" exp{blog(1- )}
— (1 _ G)ndfbeb

que é simplesmente um membro da familia beta de distribuicdes.
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3.2.3 Anailises conjugadas usuais.

Verossimilhanga Priori Posteriori
X ~ B(n,0) 6 ~ Beta(p,q) |0]x ~ Beta(p + x,9 +n — x)
X ~ P(6) 6~ Ga(p.q) |0lx ~ Galp+ L1y xi,q+1)

X ~ N(6,71), (T conhecido) | ~ N(b,c 1) | 0]x ~ N(enrx 1)

c+nt 7 c+nt

X ~ Ga(k,0), (k conhecido) |0 ~ Ga(p,q) |0|x ~ Ga(p+nk,q+ Y} 4 x;)
X ~ Geo(8) 6 ~ Beta(p,q) | 0|x ~ Beta(p+mn,q+ ¥ xi —
X ~ NeB(r,6) 6 ~ Beta(p,q) |0]x ~Beta(p +r,g+x—71)

n)

Tabela 3.1: Anélises conjugadas usuais.

3.3 Prioris improprias

Considere novamente a andlise da posteriori obtida ao estimar a média
da normal com varidncia conhecida e usando a priori normal. Neste caso
X1,..., Xy ~ N(O,771),0 ~ N(b,c!), levando a 0]x ~ N(Cﬁﬂ?fcfm) A
forca das opinides prévias sobre 0 sdo determinadas pela variancia ou, equi-
valentemente, pala precisdo c da priori normal. Um valor grande de ¢ corres-
ponde a convicgdes prévias muito fortes, e por outro lado, pequenos valores
de c refletem uma opinido prévia fraca de 6. Suponha agora que o conheci-
mento prévio sobre c é tdo pequeno que fazemos T — 0. Neste caso simples

o bastante, a posteriori passa a ser 6|x ~ N(%, %), ou em uma nota¢do mais

familiar, 6|x ~ N(%, ‘772) Portanto, aparentemente se obtém uma distribui¢do
posteriori perfeitamente valida através deste procedimento limite.

Mas hd uma armadilha. Considere o que ocorre com a priori quando ¢ —
0. De fato, obtém-se uma priori  ~ N(0,c0), que ndo é genuinamente uma
distribuicdo de probabilidades. Na verdade, quando ¢ — 0, a distribuicao
0 ~ N(b,c!) se torna cada vez mais plana (flat) tal que no limite

FO) x1;0 R

mas esta ndo pode ser uma funcédo de densidade de probabilidades vélida uma
vez que

/}R F(6)d6 = co.

Desta forma, a posteriori 8|x ~ N(%, ‘772), obtida fazendo ¢ — 0 na anélise con-
jugada usual, ndo pode surgir através do uso de qualquer distribuicdo priori
propria. Mas, de fato, surge utilizando uma especificagdo de priori f(0) « 1, a
qual é um exemplo do que é chamado uma distribuicdo priori imprdpria.
Portanto, seria valido usar uma distribuigdo posteriori obtida pela especi-
ficacdo de uma priori impropria para refletir conhecimento vago? Embora ha-
jam algumas dificuldades adicionais envolvidas (ver a seguir), em geral o uso
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de prioris impréprias é considerado aceitdvel. O ponto é que se escolhermos ¢
para ser qualquer outro valor positivo ndo nulo, uma priori perfeitamente pré-
pria seria obtida e ndo haveriam receios sobre as andlises subsequentes. Desta
forma pode-se escolher ¢ arbitrariamente préximo de zero (ou equivalente-
mente, uma variancia a priori arbitrariamente grande) e obter uma posteriori
arbitrariamente préxima a obtida utilizando f(6) « 1.

3.4 Representacdes de ignordncia

Na sessédo anterior foi visto que uma tentativa de representar “ignorancia”
na andlise conjugada padrdo da média de uma distribui¢do normal levou ao
conceito de prioris impréprias. Mas ha ainda problemas mais fundamentais.
Se, digamos, for especificada uma priori da forma f(6) « 1, e se considerar
um parametro definido por ¢ = 62, entéo (pelo teorema de transformacao de
variaveis),

Flg) = £ |5
1

R
Por outro lado, sendo “ignorante” a respeito de £ certamente se é ignorante a
respeito de ¢, e deveria-se fazer igualmente a especificacdo f(¢) o« 1. Portanto,
a ignorancia a priori representada por uniformidade nas crengas a priori, ndo
se propaga entre diferentes escalas.

Um particular ponto de vista é o de que a especificagdo de ignorancia a
priori deve necessariamente ser consistente entre transformacdes 1-1 dos para-
metros. Isto leva ao conceito de “priori de Jeffreys”, que se baseia no conceito
da informacéo de Fisher:

1) = _E{dqoggz(xe)} _E{(dlogci;(xg)y}

E a priori de Jeffreys é definida como sendo:

fo(8) o< [1(8)['?

A consisténcia é verificada no seguinte sentido. Suponha que ¢ = g(6) seja
uma transformagdo 1-1 de 6. Pela regra de mudanga de varidvel tem-se que:

@) 1o0)- |52

dgp
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mas, por definicio, I(¢) = I1(6) - (d8/d¢)?, e entdo
) < IV2(¢).

Desta forma, vé-se que a priori de Jeffreys para 6 se transforma naturalmente
na priori de Jeffreys para ¢. Em outras palavras, é invariante sob reparametri-
zacgao.

3.4.1 Exemplos

Exemplo 3.1  (Média da normal.) Supondo que X, . .., X, sdo varidveis aleatdrias
independentes com distribuigio N (0, 02), com o2 conhecido. Entdo,

" (x; —0)2
fx10) o exp { - EL -0
logo,
n o (x;—0)2
log(f(xlp)) = ~ =1~ 07
€,
d?log f(x|6)
e

i

_02

Q

Por isso, fo(f) o 1. Note que trabalhou-se aqui com a verossimilhanga com-
pleta, para todas as observacdes. Alternativamente, poderia-se ter trabalhado
com a verossimilhanca de uma tnica observagdo x; e usar a propriedade de
que, sob independéncia, I,(0) = nl;(0), onde I; e I, sdo as informagdes de 1 e
n valores independentes de x, respectivamente. Assim, obtém-se (como espe-
rado) a mesma priori de Jeffreys independentemente de quantas observagdes
fazemos subsequentemente.

Exemplo 3.2 (Amostra binomial.) Supde-se que X|0 ~ Bin(n,0). Entdo,

log(f(x[6)) = xlog(6) + (n — x) log(1 - 6),
logo,
d?log f(x|6) —x (n—x)
ez T 2 (1-0)%

Entretanto, diferentes experimentos podem levar a diferentes verossimilhangas e, consequen-
temente, a diferentes informagdes. Em tais situagdes, o uso da priori de Jeffreys viola o principio
de verossimilhanca.
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e como E(x) = nb,

0 n —nb
1(6) = ’;—2 + ((1_9>2)
=no'(1-0)""

o que leva a,

fo(e) « 971/2(1 _ 9)71/2

que neste caso, é uma distribuigdo Beta(}, 1).

3.5 Mistura de prioris

Argumentos para o uso de familias conjugadas de distribuigdes & priori
foram delineados na sessdo 3.2. Entretanto, enfatiza-se novamente, que tais
familias s6 devem ser utilizadas se um membro adequado da familia pode ser
encontrado estando de acordo com as opinides prévias. Em algumas situagdes
a familia conjugada natural como, por exemplo, as listadas na tabela 3.1 pode
ser por demais restritiva para que isto seja possivel. Considere-se o seguinte
exemplo, frequentemente citado na literatura. Quando uma moeda é lancada,
quase invariavelmente, hd uma chance de 0,5 de sair “cara”. Entretanto, se
ao invés de lancada, a moeda é girada sobre uma mesa, em geral tem-se que
¢ mais provavel que pequenas imperfei¢des na borda da moeda facam com
que ela tenha uma tendéncia de “preferir” ou cara ou coroa. Levando isto em
consideracdo, pode-se desejar atribuir a probabilidade que a moeda mostre a
face “cara” uma distribui¢do que favoreca valores que sejam, por exemplo, 0,3
ou 0,7. Isto é, nossas opinides prévias podem ser razoavelmente representadas
por uma distribui¢do bimodal (ou mesmo trimodal se desejarmos atribuir peso
extra a algum outro ponto como, por exemplo, a possibilidade nédo tendenci-
osa de § = 0,5. O modelo de verossimilhanca para o ntimero de “caras” em
n giros da moeda serd binomial: X|0 ~ Bin(#n,0) e, portanto, a priori conju-
gada estd na familia beta. Entretanto, ndo hd nenhum membro desta familia
para o qual a distribuigdo seja multimodal. Uma possivel solucdo é usar uma
mistura de distribuigdes conjugadas. Esta familia estendida serd também uma
distribui¢do conjugada pela seguinte razdo. Supunha f1(0),..., fu(0) sdo to-
das distribuigdes conjugadas para 6, levando a posterioris f1(6|x), ..., fn(6]|x).
Considere a familia de mistura de distribuig¢des:

k
f(0) = ; pifi(6).
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Entéo,
f(0]x) o< £i(0) f(x]0)

f(x0)

k
L
k
« L pifiol

e portanto a posteriori pertence a mesma familia de misturas que a priori.
Note, entretanto, que as proporg¢des p; de mistura na posteriori serdo, em ge-
ral, diferentes da priori.

Pode ser demonstrado que uma mistura finita de prioris conjugadas pode
ser definida para ser arbitrariamente préxima a qualquer distribui¢do. Entre-
tanto, o nimero de termos necessdrios na mistura pode ser grande, e pode
ser que seja possivel representar as convicgdes prévias de forma muito mais
sucinta usando outras familias ndo conjugadas de prioris.

3.6 Elicitacao de prioris

Nao ha respostas diretas sobre como melhor elicitar a informacéo prévia,
mas o ponto que deve ser mencionado aqui é que isto é algo importante. Deve-
se lembrar que ndo ha como fazer uma quantidade infinita (ou mesmo muitas)
de avaliagdes e atribui¢des de probabilidades. A especificagdo da distribuicao
a priori deve ser vista como uma tentativa de reconciliar as convic¢des que o
analista tem de uma forma unificada. Como visto, uma possivel abordagem é
tomar uma particular familia de distribui¢ées (digamos, a familia conjugada),
solicitar a informagdo prévia sobre aspectos que resumam esta distribuigdo,
tais como a média e varidncia a priori, e entdo, escolher como uma priori o
membro da familia conjugada que possua tais valores em particular. No en-
tanto, de forma geral, pode ser extremamente dificil conciliar as opinides pré-
vias de um especialista (ou mesmo de vérios especialistas) na forma de uma
distribuicdo a priori.

3.7 Exercicios

Exercicio 3.1 Verifique cada uma das andlises conjugadas dadas na tabela 3.1.

Exercicio 3.2 Encontre a priori de Jeffreys para 6 no modelo geométrico:
f(x|e)=(1-0)"10; x=1,2,...

para uma amostra xi, . . ., Xp.
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Exercicio 3.3 Suponha que X tenha uma distribuicdo de Pareto Pa(a,b), em que a é
conhecido mas b é desconhecido. Desta forma,

f(x|b) = ba"x7"1; (x> a).

Encontre a priori de Jeffreys e a correspondente distribuicio posteriori para b.
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Capitulo 4

Problemas com miltiplos
parametros

Todos os exemplos apresentados até o momento envolvem apenas um pa-
rametro, tipicamente, a média ou a varidncia da popula¢do. Porém, a maioria
dos problemas estatisticos envolvem modelos estatisticos que contém mais do
que um parametro. Pode acontecer casos em que somente um parametro seja
de interesse, mas usualmente ha também outros pardmetros cujos valores sdo
desconhecidos.

O método de analisar problemas multiparamétricos em estatistica Bayesi-
ana é muito mais direto (pelo menos a principio) do que os métodos corres-
pondentes em estatistica cldssica. De fato, ndo existe absolutamente nenhuma
nova teoria além do que ja foi visto até o momento. Tem-se agora um ve-
tor @ = (604,...,0;) de parametros sobre os quais dejesa-se fazer inferéncia.
Especifica-se uma distribuicdo priori (multivariada) f(#) para 6 que, assim
como no caso de um pardmetro, é combinada com a verossimilhanga f(x|6)
pelo Teorema de Bayes obtendo-se:

_ _f(0)f(x]6)
FOR = Trofma

E claro que a distribuicdo posteriori também serd uma distribuicdo multiva-
riada. A simplicidade da abordagem bayesiana decorre do fato de que a in-
feréncia sobre qualquer subconjunto de parametros dentro de 6 é obtida por
célculos de probabilidade diretamente na distribui¢do conjunta a posteriori.
Por exemplo, a distribui¢do posteriori marginal de 8; é obtida “integrando-se
fora” os outros componentes de 6. Assim,

f(B1]x) = /92... /gdf<e|x>d‘1d‘d.
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Embora nenhuma nova teoria seja necessaria, o incremento de dimensdes
dé origem a alguns problemas praticos:

Especificacdo da priori. As prioris sdo agora distribui¢des multivariadas. Isso
significa que a distribuicdo priori precisa refletir ndo somente o comporta-
mento de cada parametro individualmente, mas também a dependéncia entre
diferentes combinagdes dos pardmetros (por exemplo, se considera-se que um
parametro possui valor grande, é provavel que o outro pardmetro tenha um
valor correpondente baixo?). Escolher adequadamente a familia de distribui-
¢Oes para a priori e resumir desta forma as informacdes a priori de especialistas
pode ser bem mais complicado.

Computagao. Mesmo em problemas de apenas uma dimensdo viu-se que o
uso de familias conjugadas simplifica substancialmente as andlises usando o
Teorema de Bayes. Em problemas multivariados as integrais envolvidas sao
mais dificeis de resolver. Isto torna o uso de familia de prioris conjugadas
ainda mais valioso e cria a necessidade de métodos computacionais para obter
inferéncias qundo familias conjugadas nao sdo disponiveis ou adequadas.

Interpretacdo. Toda a inferéncia estd baseada na distribuigdo posteriori, que
tera tantas dimensdes como a vetor 6. A estrutura da distribuicdo posteriori
pode ser altamente complexa, e isto pode exigir considerdvel habilidade (e um
computador com bons recursos graficos) para identificar as rela¢des mais im-
portantes que ela contém.

Apesar destes aspectos préticos é importante reenfatizar que exatamente a
mesma teoria que foi utilizada para problemas com um tnico parametro estd
sendo utilizada para problemas multiparametros. A estrutura Bayesiana im-
plica que todas inferéncias decorrem de regras elementares de probabilidades.

4.1 Exemplos

Exemplo 4.1  Suponha que, uma determinada mdquina x = 1 seja ou satisfatério
x = 2 ou insatisfatéria. A probabilidade da mdquina ser satisfatoria depende da tem-
peratura do ambiente (81 = 0: frio; 64 = 1: quente) e da umidade (6, = 0: seco;
0, = 1: timido). A probabilidade de x = 1 sdo apresentadas na tabela 4.1. Além disto,
a distribuicdo priori conjunta para (61, 6,) é dada na tabela 4.2.
Tabela 4.1: Probabilidades condicionais da maquina ser satisfatéria.
Pr(x:1|91,92) 91 =0 92:1
6,=0 0,6 0,8
=1 0,7 0,6

A distribuigdo posteriori conjunta pode ser calculada, conforme apresen-
tado na tabela 4.3, Assim, somando-se ao longo das margens, obtemos a distri-
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Tabela 4.2: Priori das condi¢des da sala.
Pr(x =1[01,6,) [ 61 =0 6, =1
6, =0 03 02
=1 0,2 0,3

Tabela 4.3: Posteriori das condic¢oes da sala
01=0 6,=1
PT(X = 1|91, 92) X Pr(91,92) 92 =0 0,18 0,16
6=1| 0114 0,18
Pr(61,6:]x =1) =01 18/66 16/66
6, =1 | 14/66 18/66

buicao posteriori marginal:

Pr(; =0)=32/66 ,  Pr(6y=1)=234/66

Pr(6, =0)=34/66 ,  Pr(f,=1) =32/66

Exemplo 42 Seja Yy ~ P(aP) e Y, ~ P((1 —«)B) com Yy e Y, (condicional-
mente) independentes, dados « e B. Agora suponha que a informagdo priori para o
e B pode ser expressa como: a ~ Be(p,q) e p ~ Ga(p+q,1) com a e B indepen-
dentes para os hiperpardmetros p e q especificados. Note que a especificacio da priori
independente é uma parte importante da especificagdo da priori.

Como Yy ~ P(aB) = f(ylap) = B o v, ~ P((1-a)B) =

!
f(y2le, B) = E(_(l_w)ﬁ)y(z(zlia)ﬁ 2 Sendo Y1 e Y; independentes, a verossimilhanga
é dada por:
f(y1 y2|a B) — e*“ﬁ(zxﬁ)yl " e(*(lfzx)ﬁ)((l _ w)ﬂ)yz.

1! y2!
As prioris (marginais) escolhidas sdo:

— r(p + q) ocp’l(l _ D()q71

a~ Be(p,q) = f(a) = I'(p)T(q)

1 1
~ Ga(p+gq,1) = S —— G P pHa=l,=p
b Galp+a )= 1) = ro g papeaP PR
e como supde-se independéncia na priori tem-se que,
F(p+q) p—1 -1 1 -1 —
a,B) =~ aP (1)1t x ——_grta—l,=h
B =™ X G

— 1"(;9)11"(q)“p_1(1 _ “)q—lﬁpﬂi—le—ﬁ
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Deste modo, pelo Teorema de Bayes, a posteriori é da seguinte forma:

F(a, Bly1,y2) e_“ﬁ_(l_“)ﬁ_ﬂoﬂlﬁyl (1— a)yzﬁyzarﬂ—l(l _ ,X)q—lﬁpw—l
= e 2P tyatpra—lyyitp=l(q _ g)yata-1

Esta é a distribuigdo posteriori conjunta para « e § e contém toda a infor-
macdo vinda da priori e dos dados. Segue-se que as distribui¢des posteriori
marginais sdo obtidas por:

flaly1,y2) = /Ooof(a,myl,yz)d’[; o a1 TPL(] — )yt

e

1
f(ﬁ|y1,y2) = A f([x/ﬁh/l,yz)dlx X '31]1+y2+r7+!771672/3
Isto & aly1,y2 ~ Be(y1 +p,y2+q) e Bly1,y2 ~ Ga(y1 + y2 + p+4,2).

Exemplo 4.3  (Média da distribuicdo normal com varidncia desconhecida.) Seja

X1, ..., Xy um conjunto de varidveis independentes com distribuiciio normal N (6, ¢),

em que ambos, a média e a varidncia, 6 e ¢ respectivamente, sdo desconhecidos.
Entéo,

f(x110,¢) =

e a verossimilhanga é da forma:

1(6;x) < ¢ "2 exp {_Z?—NZ)— 6)> }
= ¢ " exp {—214, @(xi — 1)+ n(x - ¢)2> }
:gb”/zexp{—zl(i) <52+n(f—cp)2)}

em que S? =Y (x; — %)%

E possivel fazer uma anélise conjugada completa neste modelo usando
uma priori conjugada conhecida como a distribuiao Normal-Qui-quadrado.
Os detalhes algébricos sdo levemente tediosos, e considera-se aqui o caso mais
simples onde a priori de referéncia que corresponde a expressar a ignorancia,
é usada. Em particular, toma-se:

p(6,¢)o<;) —00 <0 <000 < ¢
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Essa é uma priori imprépria, pois sua integral ndo converge. Com esta priori,
pelo teorema de Bayes, obtém-se:

n 1
p(6,¢|x) xp~ 2 Lexp {—24)(52 +n(x — 9)2)} .
Note que essa expressdo ndo pode ser fatorada, entdo as distribuicdes
posterioris marginais para 6 e phi ndo sdo independentes. Elas podem ser

calculadas como mostrado a seguir. Para simplificar a notagdo, seja A =
S% 4+ n(x — 0)2. Entdo,

p(0]x) o / o7 exp{ ¢}dCE

Fazendo a mudanca de varidvel: u = A/ (2¢), tem-se que:
) n 2
p(0|x) o / (p’?’le*”zidu
0
— (i) u2=1—uqy
~(2Y
\A

Desta, p(6x) « A~"/2 = {S2 4 n(x — )%} ~"/2. Essa ndo estd na forma padrao,
mas se considerarmos:

I['(n/2)

0—x , S

= , = ,
NG em que s p—]

entdo,

p(t|x) o {(n —1)s? + (st)2} /2

t2 —n/2
1
“{5)
Essa é a densidade da distribuicdo t-Student com n — 1 graus de liberdade, ou

seja, t|x ~ t,_q.
Similarmente,

0 n 1
oc/ ¢—z‘1exp{—2¢ (52+n(92—9)2>}d‘
cx(p (n+1)/ exp{ 52 /(2¢) }/ (2mg/n)~ l/zexp{ ;:P( X)z}d‘
= ¢ "2 exp{—5%/(2¢9)}
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E portanto, S?/¢ ~ x2_;.
Assim, em resumo, para um modelo Normal com média e variancia desco-
nhecidas, tendo a prior de referencia p(6, ¢) « 1/¢, tem-se que:
0—x
t=——=n~1t

s/\/n
S?/¢ ~ Xn_1-

4.2 Exercicios

4.2.1 Exercicios

Exercicio 4.1 A qualidade de um componente elétrico ou é excelente (x = 1), bom

(x = 2) ou ruim (x = 3). A probabilidade de vdirios niveis de qualidade dependem da

fabrica onde é produzido (01 = 0: fdbrica A, 6 = 1: fdbrica B) e do tipo de mdquina

(02 = 0: mdquina I, 0, = 1: mdquina I, 6, = 3: mdquina III). As probabilidades

de x = 3 sdo dadas pela Tabela 4.4. Além disso, distribuicdo conjunta de (61,6,)
Tabela 4.4: Probabilidade condicional x = 3

PI‘(X = 3|91, 92) 91 =0 92 =1
0, =0 0,2 03
6, =1 0,4 0,1
0, =2 0,5 0,2

é dada na Tabela 4.5. Encontre a distribuicdo posteriori conjunta de 61,6;|x = 3 e
Tabela 4.5: Probabilidade a priori das combinagdes fabrica/maquina

PI‘(91, 92) 91 =0 92 =1
b, =0 01 0,72
6, =1 0,2 03
0, =2 0,1 0,1

cada uma das distribuicdes marginais. Tendo observado x = 3 qual a combinagio
fabrica/mdquina é a mais provdvel de ter produzido esse componente?



Capitulo 5

Resumindo informacao a
posteriori

5.1 Teoria da decisao

Essa é uma d4rea extremamente importante. Porém, neste material
abordam-se apenas algumas questdes principais.

Muitos problemas do mundo real podem ser encarado como problemas
de decisado: “Eu deveria votar em um partido politico ou em outro?”; “Deveria
sair hoje a noite ou concluir um trabalho?”; “Deveria aceitar um novo emprego
ou fico na esperanca de aparega outra oportunidade de trabalho melhor?”.

A inferéncia estatistica também pode ser pensada como a tomada de de-
cisdo: apoés ter observado um determinado conjunto de dados, qual o valor
representard o pardmetro estimado? Existem muitas abordagens para a teo-
ria de decisdo, mas, de longe, o mais coerente é uma abordagem baseada na
andlise bayesiana.

De fato, pode ser mostrado que, se certos axiomas sdo obedecidos (isto &,
um numero de regras de decisdo de bom senso sdo adotados), a anélise baye-
siana é a abordagem légica para tomada de decisao. Isso é muitas vezes usado
como um argumento para justificar a preferéncia da inferéncia bayesiana em
relacdo a inferéncia cléssica.

Os elementos necessérios para a constru¢do de um problema de decisdo sdo
0s seguintes:

1) Um espago paramétrico ® que contenha os possiveis estados na natureza;

2) Um conjunto A de possiveis agdes que estdo disponiveis para o tomador
da decisdo;

3) Uma fungio perda L, em que L(6,a) é a perda decorrente de adotar a agdo
a quando o verdadeiro estado da natureza é 0.
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Estes termos sdo ilustrados a seguir no contexto de um exemplo especifico:

Exemplo 5.1 Um oficial de satide piiblica estd buscando uma politica de vacinagio
contra uma doenga relativamente branda que faz com que os funciondrios se ausentem
do trabalho. Pesquisas sugerem que 60% dos individuos da populagio jd estdo imunes,
mas serdo realizados testes laboratoriais para detectar vulnerabilidade em alguns indi-
viduos, jd que os processos para triagem em massa sio muitos caros. Um teste simples
da pele foi desenvolvido, mas ndo é totalmente confidvel. As probabilidades de resposta
ao teste estio resumidas como na Tabela 5.1.

Reacgédo
Imune | Desprezivel Leve Moderada Forte
Sim 0,35 0,30 0,21 0,14
Nao 0,09 0,17 0,25 0,49

Tabela 5.1: Probabilidades de reagdo dado o status imunolégico.

Estima-se que o equivalente em dinheiro por horas-homem perdidas, por deixar de
vacinar um individuo vulnerduvel é 2, e que o custo desnecessdrio de vacinar uma pessoa
imune é 8, e que ndo hd nenhum custo incorrido em vacinar uma pessoa vulnerdvel ou
ndo ter vacinar uma pessoa imune.

Entdo, nesse caso particular, temos:

1) O espago paramétrico © = {60,6,}, em que 6; e 6, correspondem ao
individuo sendo imune e vulnerével, respectivamente.

2) O conjunto de agdes A = {a1,a;} em que a3 e a; correspondem a vacinar
e ndo vacinar respectivamente.

3) A fungédo de perda L(6,a) definida na Tabela 5.2.

L(0,a) | 6; 6,
ai 8 0
a 0 20

Tabela 5.2: Fungdo perda

Agora, voltando para a configuracdo geral, depois de ter observado os da-
dos x, e também ter informagado prévia p(6), o objetivo é tomar a decisdo que
minimiza a perda esperada. Em primeiro lugar, o teorema de Bayes possibilita
o calculo das probabilidades posteriores p(x|6).

Entdo, para qualquer agdo particular a, a perda esperada posteriori é a perda
média da distribuicdo posteriori em 6:

p(a,x) = /L(G,a)p(0|x)d9.

Assim, tendo observado x, esta é a perda espera-se incorrer tomando me-
didas a. Obviamente que preferem minimizar as perdas, de modo que a regra
de decisdo de Bayes d(x) é a agdo que minimiza a perda esperada posteriori.
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x: Reacdo
p(0)  p(x|0) | Desprezivel Leve Moderada Forte
0,6 01 0,35 0,30 0,21 0,14
04 (3 0,09 0,17 0,25 0,49
p(0x) 6 0,210 0,180 0,126 0,084
0 0,036 0,068 0,100 0,196
p(x) 0,246 0,248 0,226 0,280
@) 6 210/246  180/248  126/226 847280
(3 36/246 68/248 100/226 196/280
o(a, x) a; 1680/246  1440/248 1008/226  672/280
a; 720/246 1360/248 2000/226  3920/280
d(x) ap ap a1 aq

Tabela 5.3: Tabulagdo da anélise de decisdo

Pode-se dar um passo adiante e calcular o risco associado a esta politica,
por meio da incerteza nas observagdes x. Ou seja, define-se o risco de Bayes
por:

BR(d) = [ p(d(x), x)p(x)dx

Os célculos para o exemplo anterior. sdo indicados na Tabela 5.3.

Entdo, em resumo, se uma rea¢do desprezivel ou leve é observada, a de-
cisdo de Bayes é a de ndo vacinar, enquanto que se uma rea¢do moderada ou
forte é observado, a decisdo é para vacinar. O risco de Bayes associado a esta
estratégia é

BR(d) = }_p(d(x),x)p(x)
720 1360 1008 672
=-—x0246+ —— x 0,248+ — x 0226+ —— x 0,280 = 3,7
YT x 0,246 + 8 x 0,248 + 6 x 0, 6+280 % 0,280 = 3,76
O valor do risco de Bayes pode ser comparado com o custo de estratégias
alternativas. Por exemplo, se adotamos uma politica de vacinacdo para todas
as pessoas, entdo a perda esperada por individuo seria 0,6 x 8 = 4,8.

5.2 Estimacado pontual

Toda a distribuigdo posteriori é um resumo completo da inferéncia sobre
um parametro 6. Em esséncia, a distribuicdo a posteriori é a inferéncia. No
entanto, para algumas aplica¢des, é desejavel (ou necessério) resumir essa in-
formacdo de alguma maneira. Em particular, desejamos a “melhor” estimativa
do parametro desconhecido. (Note a distingdo com estatistica cldssica em que
as estimativas pontuais dos parametros sdo a consequéncia natural de uma
inferéncia, e expressar a incerteza da estimativa a parte mais problematica).

Assim, no dmbito Bayesiano, como é que vamos reduzir a informagdo de
uma distribui¢do posteriori para dar a “melhor” estimativa?
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Na verdade, a resposta depende do que queremos dizer com “melhor”,
e este por sua vez, é especificado por transformar o problema em um pro-
blema de decisdo. Ou seja, especificamos uma fungdo perda L(6,a) que mede
a “perda” na estimativa de 6 por a.

H4 uma grande variedade de fung¢des naturais de perda que poderiamos
usar, e a escolha particular para qualquer problema especificado vai depender
do contexto. Os mais usados sdo:

1) Perda quadratica: L(6,a) = (6 —a)%;
2) Perda erro absoluto: L(0,a) = |6 — a|;

3) Perda 0 —1:

_J 0 sela—0|<e
L(G’a)_{l sela—0]>e€

4) Perda linear: Para g, > 0

a—0) sea>"0
L(G'”):{ﬁge—ag seazf)

Em cada um destes casos, minimizando a perda esperada posteriori,

obtém-se as simples regra de decisdo de Bayes, que é tomada como sendo a
estimativa do ponto de 6 para uma particular escolha da funcéo de perda.

5.2.1 Perda quadratica

p(a,x) = /L(e,a)f(eyx)de
= [~ a?riolx)de
- /(9 — E(6]x) + E(6]x) — a)2f(6]x)d8
= [(0— E(01x)*£(61x)d0 +2 [ (6 — E(8]x)) (E(8]x — a))f(6]x)l8
+ [(E@lx) — ayf(el)de
= Var(0|x) + [E(6]x) — a]?
uma vez que que a integral do meio é zero. Isto é, minimizar quando a =
E(6,x).

Assim, a decisdo de Bayes é estimar 6 pela esperanga posteriori e, nesse
caso, a perda esperada minima ¢ a variancia a posteriori.
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5.2.2 Perda linear

Note que o caso de perda em erro absoluto é um caso especial de perda
linear com ¢ = h = 1. Entdo, provamos que o caso mais geral vai resultar na
perda em erro absoluto também.

Se q denota 2 i 5 © quantil da distribuicdo posteriori:

gih:/lﬂm@w

e supde (sem perda de generalidade) que a > ¢q. Entdo

8(q—a) sef < g
L(6,q9) — L(6,a) :{ (¢+h)0—hg—ga seq<f<a
h(a —q) sea <0

Mas, parag < 0 <a,
(g+h)0—hg—ga<h(a—gq)
entao,

(q—a) sef<gq
(a—q) seq<¥b

=09

L(6,q) —L(6,a) < {

Entao,

E(L(8,q) — L(6,a)) < g(q—a)gjl_h +h(a—q) (1 - g:l—h) =0

Isto é, p(a, x) < p(g,x)Va, entdo a regra de decisdo de Bayes neste caso é a = g,

o quantil da distribuicdo posteriori.

+h

Note que, quando ¢ = h = 1, g é a mediana da distribui¢do, entdo para
perda em erro absoluto, o estimador de Bayes é a mediana da distribuigdo
posteriori.

5.2.3 Perda 0-1

Claramente, neste caso:
p(a,x) =P(|0 —a|] >elx) =1—DP(|6 —a| <elx).

Consequentemente, se definirmos um intervalo modal de comprimento 2¢,
como o intervalo [x — €, x + €], que tem maior probabilidade, entdo a estimativa
de Bayes é até ponto médio do intervalo com maior probabilidade. Ao escolher
€ arbitrariamente pequeno, esse procedimento chegard na estimativa de Bayes
posteriori com essa perda em particular.
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5.2.4 Resumo

Em resumo, no ambito Bayesiano, uma estimativa pontual de um parame-
tro é uma estatistica de resumo da distribuicdo posteriori.

Ao definir a qualidade de um estimador através de uma funcéo de perda, a
metodologia de teoria da decisdo leva a escolhas étimas de estimativas pontu-
ais. Em particular, as op¢des mais naturais de fungdo de perda apresentadas,
leva a média, mediana e moda posteriori, respectivamente, como estimadores
pontuais ideais.

5.3 Intervalos de credibilidade

A idéia de um intervalo de credibilidade é fornecer um andlogo de um
intervalo de confianca nas estatisticas cldssicas. O raciocinio é que ponto as
estimativas ddo nenhuma medida de precisdo, por isso é preferivel dar um
intervalo dentro do qual ela é “provavel” que o parametro se encontra.

Isto provoca problemas na estatistica cldssica, uma vez os parametros nao
sdo considerados como aleatérios, de modo que ndo é possivel dar um inter-
valo com a interpretacdo de que existe uma certa probabilidade de que o pa-
rdmetro situa-se no intervalo. (Em vez disso, os intervalos de confianca de-
vem ter a interpretagdo de que, se a amostragem for repetida intimeras vezes,
ha uma probabilidade especificada de que o intervalo de modo obtido deverd
conter o pardmetro - é o intervalo que é aleatdria e ndo o parametro).

Nao existe tal dificuldade na abordagem bayesiana, pois os parametros sdo
tratados como aleatérios. Assim, uma regido C,(x) é 100(1 — &)% uma regido
de credibilidade para 6 se

/cm FO)dO=1—a

Ou seja, existe uma probabilidade de 1 — &, com base na distribui¢do posteriori,
que 0 esteja em Cqp(x).

Alguns bayesianos argumentam que intervalos de credibilidade tém pouco
valor, uma vez que é de toda a distribuigdo posteriori, que contém as informa-
¢Oes para inferéncia e que intervalos de credibilidade s6 tém sido propostas, a
fim de dar algo comparéavel a intervalos de confianga.

Uma dificuldade com o intervalo de credibilidade (em comum com inter-
valos de confianca), é que eles ndo sdo exclusivamente definido. Qualquer
regido com probabilidade 1 — & serd um intervalo. Uma vez que desejamos
um intervalo que contenha apenas os valores mais plausiveis do pardmetro,
é habitual impor uma restricdo adicional, que a largura do intervalo seja tdo
pequena quanto possivel. Isso equivale a um intervalo (ou regido) da forma:

Ca(x) = {0: f(0]x) = 7}
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em que 7y é escolhido para garantir que:
/’ FOX)d0=1—a
ca(x)

Taus regides sdo chamadas de regides com “mais alta de densidade poste-
riori” HPD (highest posterior density), estes intervalos sdo encontrados numeri-
camente, embora para a maioria das distribui¢des posterioris univariadas pa-
dréo, valores sdo tabulados para diversos a. (Note que ndo é usual? escolher
um « apropriado: valores pequenos de « dara grandes intervalos; valores gran-
des dard intervalos que o pardmetro tem apenas uma baixa probabilidade de
pertencer ao intervalo).

Exemplo 5.2 (Média normal.) Seja X1, ..., X, varidveis independentes de uma
distribuicdo N(6,0?), (02 conhecido) com uma priori para 0 da forma 6 ~ N(b,d?).
Com essas informagdes, obtém-se a posteriori:

b
9M~N<ﬂ+% ! )

1, n”71 , n
dz‘i‘gz d2+0'2

Agora, como a distribui¢do Normal é unimodal e simétrica, a regido HPD de

100(1 — )% para 6 é:
1
b nx 2
by 1
dlz (:12 + Za/2 | 7 n
ZT e Zt

em que z, /» é 0 ponto com porcentagem apropriada da distribuicio normal
padrao N(0,1).
Quando n — oo o intervalo tem a forma:

(%
Xtzy0—

N

que é precisamente o intervalo de confianga para 100(1 — a)% de 6 obtido em
inferéncia cldssica. Neste caso especial, o intervalo de credibilidadea e o inter-
valo de confianga sdo idénticos, embora as suas interpreta¢des sejam bastante
diferentes.

Exemplo 5.3  Seja X, ..., X, varidveis independentes com distribuicio N (6, ¢) (¢
desconhecido) e assumimos que a existe uma priori da forma:
1
x —;
¢

Isso leva a distribui¢des marginais posterioris:

f(0,¢)

—0 < <00,0<¢
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0—x
~tyq
n

v

S* /¢~ xa1
Entao, como a distribuicdo t-Student é simétrica, o intervalo de credibili-
dade 100(1 — a)% para 6 é:

_ S
X+ ti’l*l,lX /27—
Vn

em que t,_1,/2 € 0 ponto com porcentagem apropriada na distribuicao
th_1-

Por outro lado, o intervalo de credibilidade para ¢ é ligeiramente mais pro-
blemético. Como S?/¢ ~ x%_,, segue-se que ¢/S* ~ )(}ﬁl, a chamada distri-
buicdo de qui-quadrado inversa. Pontos criticos de intervalos de maior den-
sidade posteriori para uma variedade de valores de a estdo disponiveis em
tabelas.

Exemplo 5.4  Suponha x ~ Bin(n,8) com priori @ ~ Beta(p,q).
Assim, temos a seguinte distribui¢do posteriori

6|x ~ Beta(p +x,9+n—x)
O intervalo [4, b] com maior densidade a posteriori 100(1 — «)%, satisfaz a:

1
Be(p+x,q+n—x)

b
[ersia—pyrtnldg — 1 -,
a

1
Be(p+x,9+n—x)
1
— ptx—1/1 _ p\qtn—x-1 _
Be(p+x,q+n—x)b (1-8) 7

ap+x—1(1 _ a)q—i-n—x—l —

De forma geral a solugdo é obtida numericamente. No caso especial x = 0
obtém-se soluc¢ao analitica.

5.4 Teste de hipéteses

Testes de hipdteses sdo decisdes para escolher entre duas hipoteses. Hy :
0 € OpouHy : 8 € ()3. Vamos considerar o caso simples, em que (); e
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(), sdo pontos individuais, de modo que o teste é da forma Hy contra Hy. A
abordagem cldssica para este problema €, geralmente, baseada no teste de razdo
da verossimilhanga:

f(x[61)
f(x[6o)

Grandes valores de A indicam que os dados observados x é mais provavel
de ocorrer se 07 é o verdadeiro valor de 6 do que ser 6.

Na visdo bayesiana, devemos considerar a informagdo prévia que temos
sobre 6. A abordagem natural sdo as considera¢des do teste em probabilidades
posterioris relativas dos valores hipotéticos. Assim:

yy = FOx) _ F(0)f(xl6r) )

f(6olx) — f(60)f(x|60)

Isso geralmente é chamado as probabilidades posterioris. Observe, em par-
ticular, que ndo ha nenhuma exigéncia para calcular os fatores de normalizagdo
ja que o mesmo fator que aparece no numerador e denominador. Mais uma
vez, os grandes valores de Ap indicaria a favor de Hj.

Existe um conceito conhecido como fator de Bayes. Podemos ver a partir da
equagdo 5.1 que as probabilidades posterioris sdo o produto das prioris pela ra-
zdo de verossimilhanga. Neste contexto, a taxa de probabilidade é denominado
o fator de Bayes, que expressa uma medida do peso de informagéo contida nos
dados em favor de Hj sobre Hy. Se o fator de Bayes é suficientemente grande,
entdo ele vai superar qualquer priori de Hy para que a preferéncia posteriori
pode ser de Hj.

5.5 Exercicios

Exercicio 5.1 A confiabilidade dos julgamentos de dois especialista em arte A e B fo-
ram testadas de forma que cada um deles, separadamente, julgou como “genuina” ou
“falsificada” cada uma de um grande niimero de obras de arte de origem conhecida.
Os testes apontaram que A tem probabilidade 0,8 de detectar uma falsificagdo e pro-
babilidade 0,7 de reconhecer um objeto genuino; B tem uma probabilidade maior, 0,9,
de detectar uma falsificagdo, mas infelizmente classifica um objeto genuino como falso
com probabilidade de apenas 0,4. Um objeto de arte é ofertado por um valor que é
uma barganha, de apenas US$100. Entretanto, se ndo for genuino, entdo ele nio vale
nada. Se for genuino, acredita-se que pode ser revendido imediatamente por US$300.
Acredita-se que hd chance de 0,5 de que o objeto seja genuino. Os especialistas A e B
cobram $30 e $40, respectivamente, por seus servigos. E vantagem pagar qualquer um
deles para uma avaliagio?
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Exercicio 5.2 Para o problema da média da Normal, descrito no Exemplo 2.4, encon-
tre a estimativa pontual de 6 usando cada uma das quatro fungdes perda descritas nesse
capitulo.

Exercicio 5.3 Repita o exercicio anterior para a andlise conjugada da distribuicio
Binomial com paramétro 0 desconhecido.

Exercicio 5.4 Uma amostra de 6 alturas de colheita sdo registrados como:
53, 56, 59, 61, 62, 6,5.

Assumindo um modelo Normal com uma priori “nio informativa” (vaga), calcular a
regido HDR de credibilidade 90% para a média populacional, com:

a) a varidncia populacional igual 1;

b) a varidncia populacional desconhecida.



Capitulo 6

Predicao

6.1 Distribuicao preditiva

Até agora, focou-se na estimativa de parametros. Um modelo de probabi-
lidades foi especificado para descrever o processo aleatério que gera um con-
junto de dados, e mostrou-se que, no contexto bayesiano, as informacdes de
amostras e informagdes prévias sdo combinadas para obter estimativas de pa-
rametros na forma de uma distribui¢do posteriori. Comumente o objetivo ao
elaborar um modelo estatistico é fazer previsdes sobre os valores futuros do
processo. Isso é abordado mais elegantemente na estatistica bayesiana do que
na teoria cldssica correspondente. O ponto essencial é que, ao fazer previsdes
sobre valores futuros com base em um modelo estimado existem duas fontes
de incerteza:

* a incerteza sobre os valores dos pardmetros que foram estimados com
base nos dados obtidos anteriormente;

* a incerteza devido ao fato de que qualquer valor futuro é, em si, um
processo aleatério.

Na estatistica cldssica é usual ajustar um modelo aos dados coletados e, em
seguida, fazer previsdes de valores futuros sob pressuposto de que este modelo
ajustado é correto, a chamada abordagem de “estimativa". Ou seja, apenas a
segunda fonte de incerteza estd incluida na andlise, levando a estimativas que
se julgam ser mais precisas do que realmente sdo. N&o existe na abordagem
cldssica um maneira completamente satisfatéria de contornar este problema,
uma vez que os pardmetros ndo sdo considerados aleatorios.

Sob o paradigma baysiano é simples e direto considerar ambas fontes de
incerteza, simplesmente ponderando-se sobre a incerteza sobre as estimativas
dos parametros, informacdo a qual é completamente fornecida pela posteriori.
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Suponha que tem-se as observagdes anteriores x = (x1,...,Xx,) de uma
variavel com fun¢do de densidade (ou verossimilhanga) p(x|6) e que deseja-
se fazer inferéncias sobre a distribui¢do de um valor futuro y a partir deste
processo. Com a especificagdo de uma distribuicdo a priori p(6), o teorema
de Bayes leva a uma distribuicdo posteriori p(6|x). Em seguida, a “fungdo de
densidade preditiva” de y dado x é:

flylx) = /f(yIG)f(G\x)d(-).

A densidade preditiva é portanto a integral da verossimilhanca (de uma
Unica observacdo) multiplicada pela posteriori, ou seja a verossimilhanca pon-
derada pela posteriori. Novamente, é importante notar que esta defini¢do de-
corre simplesmente das leis usuais de manipula¢do de probabilidades, e da
propria definigdo, tem-se uma interpretagdo simples em termos de probabili-
dades.

A abordagem correspondente na estatistica cldssica seria, por exemplo,
para obter a estimativa de maxima verossimilhanga 6 de @ e basear a inferén-
cia na distribuigao f(y|0), a distribuicao “estimada”!. Para enfatizar mais uma
vez, isso desconsidera a variabilidade (incerteza) incorridos como resultado de
se utilizar um valor estimado de 6, dando assim d4 uma falsa sensagao de pre-
cisdo uma vez que a densidade preditiva f(y|x) é mais varidvel ponderando-se
ao longo da distribuigdo posteriori de 6.

6.2 Exemplos

Embora simples a principio, os célculos da distribuicdo preditiva podem
se tornar dificeis na préatica. No entanto, muitas das familias conjugadas pa-
drdo da forma priori-verossimilhanca podem induzir formas tratdveis para a
distribuicdo preditiva.

Exemplo 6.1  (Amostra Binomial.) Suponha que tem-se uma observagio de X|6 ~
Bin(n, 0) e a priori (conjugada) é 6 ~ Be(p,q). Como jd visto anteriormente, a poste-
riori para 6 é dada por:

[0|x] ~Be(p+x,9+n—x)

Supde-se agora que hd a intengdo de fazer mais observagdes N no futuro, e seja z o nii-
mero de sucessos nestes N ensaios futuros, de modo que z|6 ~ Bin(N, ). Portanto
a verossimulhanca para a futura observagdo é

f(z|0) = cNez(1 — )N =,

ITal procedimento é por vezes chamado na literatura de predigdo plug-in, indicando-se que o
valor de 8 é plugado no lugar de 0



6.3. EXERCICIOS 49

Entdo, paraz =0,1,...,N,

1 9p+x—1(1_9)q+n—x—l
_ Npz(q1 _ p\N—z
f(z|x)_/C29(1 2 X B(p+x,9+n—x)
CNB(z—i-p—i-x—l N—-z+g+n—x)
B(p+x,q+n—x)

Esta é conhecida como uma distribuicio Beta-Binomial?.

Exemplo 6.2 (Amostra Gama.) Como no capitulo 2, suponha X, . . ., X, sdo varid-
veis independentes com distribuigio X|0 ~ Ga(k,0), em que k é conhecido. Adota-se
a priori conjugada 6 ~ Ga(p, q)

£(6) < 67 exp{—q6},

o que pelo teorema de Bayes leva a 6|x ~ Ga(p + nk,q +Y_x;) = Ga(G, H).
A verossimilhanga para uma observacdo futura y é

0"y exp{~6y}
Flole) = =—h

e entado,

o gk, k=1 _ GpG-1 _
f(ylx):/ 0%y exp{—0y} o H%0%* exp{ HG}dQ

T'(k) T(k)
_ HOy! .
S Bk G HiypeE >0

6.3 Exercicios

Exercicio 6.1 Uma amostra aleatéria xq,...,x, é observada de uma varidvel alea-
téria com distribuicio [X|0] ~ Po(@). A priori é 8 ~ Ga(g,h). Mostrar que a
distribuigdo preditiva para uma observagio futura, y, desta distribuicio X|6 ~ Po(6)

é:
_(y+G-1 1\ 1\ B
P(y|x)_< G-1 >(1+H 1 1+H) '’ y=01...

para algum valor de G e H. Qual é essa distribuicdo?

Exercicio 6.2 Os pesos dos itens de um determinado processo de produgio sio in-
dependentes e identicamente distribuidos, cada um com uma distribuicio N(6;4). O

2Lembrando que a fungéo beta é definida por B(a, b) f X711 —x)bldx = rr(u)r(b)
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gerente de producdo acredita que 6 varia de lote para lote, de acordo com uma distri-
buicio N(110;0,4). Uma amostra de 5 itens é selecionada aleatoriamente, produzindo
as medicoes:

108,0 ; 109,0 ; 1074 ; 109,6 ; 112,.

1. Derivar a distribuicdo posteriori para 6.

2. Encontre também a distribuigdo preditiva para: (a) o peso de um outro item do
lote; (b) a média amostral do peso de m outros itens do lote.

3. O que acontece em (b) quando m — oo?

Exercicio 6.3 A distribuicio de falhas ao longo do comprimento de uma fibra artificial
segue um processo de Poisson, de modo que o niimero de falhas de um comprimento |
da fibra é Po(16). Pouco se sabe sobre 0. O niimero de falhas obtidos em 5 de fibras
de comprimentos de 10, 15, 25, 30 e 40 metros, respectivamente, foram de 3,2, 7, 6 e
10. Encontre a distribuigdo preditiva para o niimero de falhas em outra fibra com 60
metros de comprimento.
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Propriedades Assintéticas

7.1 Introducao

Voltando para a andlise conjugada para a média 6 da distribuicdo normal
com Xj,..., X, ~N(6, 77!, com uma priori 6 ~ N(b, c~1) obteve-se

9|x~N<Cb+m—x, 1 >
c+nt “c+nt

Agora, com 1 — o0, a expressdo anterior torna-se
Blx ~ N(%,1/(n7)) = N(%,0%/n).

Assim, a medida que 7 se torna “suficientemente” grande, o efeito da priori
desaparece e a posteriori é determinada unicamente pelos dados. Além disso,
a distribuigdo a posteriori se torna cada vez mais concentrada em torno de ¥, o
qual, pela forte lei dos grandes ntimeros, converge para o verdadeiro valor de
6. Estes argumentos sdo formalizados e generalizados como se segue.

7.2 Consisténcia

Se o valor real de 6 é 6 e a probabilidade a priori de 6y (ou de uma vizinhaga
arbitrdria de 6y n caso continuo) ndo é igual a zero, entdo, com quantidades
crescentes de dados x, a probabilidade posteriori de que 8 = 6y (ou em uma
vizinhanga de 6y) tende a unidade. Isto é provado como se segue.

Seja x1, ..., X, observagdes iid, cada uma com distribui¢do g(x|0). Entdo a
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densidade a posteriori é

n

f@Olx1,..,xn) o< £(0) [ Tg(xil0)

i=1

~ f(@)exp {ilogg(xiw)}

i=1

= f(6) exp{nLn(0)}.

Agora, para um 6 fixo, L, (0) é a média das n varidveis aleatérias iid, e portanto
converge em probabilidade, para sua esperanga:

L(o) = [{10g(x]6)}3(xl60)dx

Pode-se mostrar que a expressdo é maximizada quando § = 6p. Assim,
para 6 # 6, segue-se que a razdo exp{nLy (6, x)}/ exp{nL,(6,x)} tende a co
com probabilidade 1 quando n — oo. Isto é suficiente para provar a afirmagao
desde que f(6p) # 0.

Assim, desde que a distribuicdo a priori ndo dé peso zero para o verda-
deiro valor de 6, eventualmente a probabilidade posteriori vai concentrard no
verdadeiro valor.

7.3 Normalidade assintética

Quando 0 é continuo, o argumento anterior pode ser estendido
para obter uma forma aproximada da distribui¢do posteriori quando
n é grande. Pelo argumento na se¢do anterior, quando n aumenta,
exp{nL,(6p,x)}/ exp{nL,(0,x)} é desprezivel exceto em uma vizinhanca 6
gradativamente menor. Desta forma, f(0) pode ser considerado constante
nesse intervalo e obtém-se:

f(Olx1, ..., xn) xexp{nL(0)}

Além disto, expandindo-se L(6) ao redor de 6y por uma série de Taylor,

L(6) ~ Lg, — (6 — 60)*/(20)

em que,
v=—1/L"(80) = [I+(60)] !

a reciproca da informacdo para 6. Assim, finalmente, obtém-se a aproximagao

f(O)x1,...,xn) xexp{—(6 — 90)2}/(20),
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isto &,
6lx ~ N(6o, I, (60))

Entdo, com n — oo a distribuigdo posteriori é aproximadamente Normal ao
redor do verdadeiro valor de 6, e com variancia dada por [I,,(6y)] ~!. Observe-
se mais uma vez, que este resultado é verdadeiro independentemente da es-
pecificagdo a priori, desde que a priori ndo seja nula para verdadeiro valor de
0.

Esse resultado tem diversos usos. Em primeiro lugar, ele pode ser usado
diretamente para obter probabilidades a posteriori aproximadas em situa¢oes
onde os calculos para se obter a distribuicdo posteriori sdo dificeis. Em se-
gundo lugar, a aproximacado pode fornecer valores iniciais titeis para calculos
numéricos usados em situagdes para as quais solugdes analiticas sdo intrata-
veis. Entrtanto talvez o mais importante é que se mostra formalmente que
uma vez que obtém dados suficientes, as preocupagdo com a selecdo da pri-
ori torna-se irrelevante. Dois individuos podem especificar formas bastante
diferentes para as suas crengas anteriores, mas, eventualmente, uma vez que
dados suficientes sejam disponiveis, suas inferéncias a posterioris serdo con-
cordantes.

7.4 Exemplos
Exemplo 7.1 (Média da Normal.) Seja X1, ..., X, um conjunto de varidveis inde-

pendentes com distribuigio N (6, c%), com o conhecido.
De forma usual, a verossimilhanga é dada por:

f(x10) aexp{—W}.

Assim, pode-se tomar

log(f(x[6)) 12i1
e entao,
dl x|6 1 &
%ﬂ'”=ﬁ§W—

d?log(f(xl6)) _ _n
d2e o2
Consequentemente, o estimador de maxima verossimilhanca § = % e I,,(0) =
n/0?. Assim, assintoticamente com 1 — o,

f|x ~ N(x,0%/n).
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O resultado é valido para qualquer distribui¢do priori com probabilidadades
ndo nulas na vizinhanga do verdadeiro valor de 6.

Exemplo 7.2  (Amostra Binomial.) Considere novamente o modelo de verossimi-
lhanga X ~ Bin(n,0).
Entao,
f(x]0) ="C0*(1—0)""7, x=0,...,n
Assim,
log(f(x|0)) = xlogf + (n — x)log(1 —0).

Desta forma,

dlog(f(x[6)) _x (n—x)
do

)
—~
—_

\
)
~

d?logl(d)  x (n—x)

a2 02 (1-6)

Consequentemente, § = x/n e

A nd n(l-60)  on
n(0) =gz = (1-6)2  6(1—6)

Entdo, quando n — oo,

7.5 Exercicios

Exercicio 7.1 Encontre a distribuicio assintdtica posteriori para 0 para os dois mo-
delos no exercicio 2.1.

Exercicio 7.2 Encontre a distribuicdo assintdtica posteriori para b no modelo de Pa-
reto do exercicio 3.3.



Capitulo 8

Outros topicos

8.1 Bayes Empirico
8.2 Estimacdo Linear Bayesiana
8.3 Robustez

8.4 Computacao
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